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WSTEP

Statystyka znajduje dzisiaj zastosowanie niemal we wszystkich dziedzinach nauki:
w naukach technicznych, przyrodniczych, ekonomicznych i wielu innych. Z r6znych metod
statystycznych korzystaja powszechnie naukowcy i praktycy. Umozliwiaja one dokonywanie
syntetycznego opisu zbieranych informacji, wyszukiwanie zwigzkéw mi¢dzy zmiennymi oraz
umozliwiajg prognozowanie. Podstawowym zrodlem informacji dla statystyka sg dane licz-
bowe. Odpowiednio zebrane dane nalezy podda¢ obrobce statystycznej, aby wyciagnaé z nich
jak najwigcej informacji. Dokonuje si¢ tej analizy wykorzystujac pakiety statystyczne.
Jednym z nich jest pakiet STATISTICA o bardzo duzych mozliwo$ciach analitycznych i gra-
ficznych.

Niniejszy skrypt powstal w wyniku wieloletnich do$wiadczen dydaktycznych w pro-
wadzeniu przedmiotu ,,Statystyka matematyczna” na Wydziale Mechanicznym PS. Obejmuje
on zakres ¢wiczen laboratoryjnych prowadzonych na studiach inzynierskich 1 magisterskich
z przedmiotu ,,Statystyka matematyczna” oraz doktoranckich w ramach przedmiotu ,,Staty-
styka i analiza regresji”. Podzielony jest na pi¢¢ czgsci. W pierwszej opisano charakterystyki
zmiennej losowej, ocen¢ opisowa rozktadu na podstawie histogramow oraz sposoby estymacji
warto$ci oczekiwanej 1 wariancji zmiennej o rozkladzie normalnym. W drugiej omdéwiono
zasady weryfikacji hipotez statystycznych oraz testy statystyczne stosowane przy porowny-
waniu wartosci oczekiwanych dwoch zmiennych losowych. W trzeciej przedstawiono
podstawowe testy zgodnos$ci oraz zasady ich wykorzystania. W czwartej opisano podstawy
analizy regresji liniowej. Ostatnia cze$¢ poswigcono metodom estymacji nieliniowych
zalezno$ci regresyjnych.

Opis realizacji kazdego ¢wiczenia poprzedzono krotka charakterystyka podstawowych
pojec 1 opisem metody stosowanej w obliczeniach w celu prawidtowej interpretacji otrzy-
manych wynikéw. Aby poznaé glebiej istot¢ matematycznego opisu zjawisk losowych,
a szczegolnie takich poje¢¢ jak zmienna losowa, jej rozktad, estymacja parametrow rozktadu
czy testowanie hipotez statystycznych, nalezy skorzysta¢ z literatury uzupetniajace;.



1. STATYSTYKA OPISOWA. ESTYMACJA PARAMETROW ZMIENNE]
LOSOWE]

1.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ ze sposobami opisu istotnych cech zmiennej
losowej na podstawie danych z proby, obliczenie podstawowych wielkosci charakteryzu-
jacych te dane oraz estymacja wartosci oczekiwanej 1 wariancji zmiennej losowe;.

1.2. Statystyka opisowa

Analiza zebranych danych doswiadczalnych powinna umozliwi¢ okreslenie istotnych
wlasciwos$ci badanej zmiennej losowej na podstawie zebranych danych. Niech xi, Xa, ..., X,
bedzie ciagiem n obserwacji zmiennej losowej. Do podstawowych charakterystyk opisujacych

zmienng naleza:

— $rednia arytmetyczna: X = 1 in , (1.1
i=l1

— mediana: wielko$¢ w uporzadkowanym ciggu obserwacji, ponizej ktorej lezy 50%
danych,

— wariancja: s° =%Z(xi -%)°, (1.2)

n—>=1i4
— odchylenie standardowe: s = \/s—2 , (1.3)
— blad standardowy $redniej: 5. = 2 , (1.4)
Jn

— rozstep: R=x_, — X » (1.5)

— dolny kwartyl: wielko§¢ w uporzadkowanym ciggu obserwacji, ponizej ktorej lezy
25% danych,

— gorny kwartyl: wielkos¢ w uporzadkowanym ciggu obserwacji, ponizej ktorej lezy
75% danych,

ni(xl. -x)°
(n;Dm—2N3’

3 (x, -0

— wspotczynnik skupienia (kurtoza): K = ’:lT -3. (1.7)

— wspoOlczynnik asymetrii (skosno$¢): g, = (1.6)



Srednia, mediana i kwartyle naleza do grupy charakterystyk nazywanych miarami
potozenia. Okres$lajg one $redni lub typowy poziom warto$ci zmiennej, czyli przedstawiajg
przecietny poziom badanej cechy.

Rozstep, wariancja 1 odchylenie standardowe charakteryzujg zmienno$¢ (rozproszenie)
badanej cechy i dlatego nazywane sg miarami zmiennosci.

Wspdtezynnik asymetrii (sko$no$¢) okresla kierunek i site asymetrii rozktadu danych.
Wspdtezynnik asymetrii rowny zero (g; = 0) wskazuje na symetri¢ rozkladu zmiennej. War-
tos¢ dodatnia (g; > 0) oznacza asymetri¢ prawostronng (rozktad ma dluzszy prawy "ogon"),
natomiast warto$¢ ujemna (g; < 0) oznacza asymetri¢ lewostronng (rozktad ma dtuzszy lewy
"ogon").

Wspdltezynnik skupienia (kurtoza) opisuje koncentracj¢ wartosci badanej cechy wokot
sredniej. Jezeli kurtoza jest ujemna (K < 0), to rozktad jest bardziej sptaszczony od rozktadu
normalnego, a jezeli kurtoza jest dodatnia (K > 0) to rozktad jest bardziej wysmukly niz
normalny. Im wigksza jest warto$¢ kurtozy tym rozktad jest bardziej wysmukly, czyli wyste-
puje wieksza koncentracja cechy wokol wartosci $rednie;.

Wygodnym sposobem przedstawienia danych obserwowanych pozwalajacych na wizu-
alne poznanie rozkladu danych jest ich prezentacja graficzna. W tym celu, przy dostatecznie
duzej liczbie danych (n > 30), mozna je przedstawi¢ w postaci tzw. szeregu rozdzielczego
(tabeli liczebnos$ci). Tworzy si¢ go, dzielac przedzial zmienno$ci [Xmin, Xmax] N2 zadang liczbe k
klas o réwnej dtugosci i1 obliczajac liczbe danych n; (liczebno$¢) nalezacych do kolejnych klas.
Wybdr liczby klas jest w zasadzie dowolny. Nalezy jednak pamigtaé, ze zbyt duza liczba klas
(tym samym zbyt waskie przedzialy klasowe) nie daje przejrzystego obrazu, ujawniaja si¢
przypadkowe odchylenia. Zbyt mata liczba klas zaciera istotne szczegoty zawarte w danych.
Mozna tutaj skorzysta¢ z podawanego w pismiennictwie [7] wzoru na liczbe klas:

k=1+33logn. (1.8)

Graficznym sposobem przedstawienia informacji zawartych w szeregu rozdzielczym
jest histogram liczebnosci (czgstosci). Jest to wykres stupkowy, w ktérym wysokos¢ stupka
jest proporcjonalna do liczebnos$ci. Jezeli liczby obserwacji w klasach zostang podzielone
przez catkowitg liczbe danych n, otrzyma si¢ alternatywna formg¢ interpretacji danych zwana
histogramem liczebno$ci wzglednej. Czesto tez korzysta si¢ z szeregu rozdzielczego w po-
stact skumulowanej, w ktorym liczebno$¢ danej klasy zastgpuje si¢ liczbg obserwacji naleza-
cych do danej klasy 1 wszystkich poprzedzajacych ja. Woéwczas dane moga by¢ przedstawione
w postaci histogramu liczebnos$ci skumulowanej lub histogramu skumulowanej liczebnos$ci
wzgledne;.



1.3. Estymacja parametrow rozkladu zmiennej losowej

Przyjmuje si¢ zatozenie, ze dane maja rozktad normalny N(u, o ) z nieznang wartoscig
oczekiwanag p i nieznana wariancja o®. Najlepszym estymatorem wartoéci oczekiwanej
(Sredniej) p jest $rednia arytmetyczna z proby X. Jest to estymator zgodny, nieobcigzony
i 0 najmniejszej wariancji. Najlepszym estymatorem wariancji o® zmiennej losowej jest
wariancja z préby s?, okre§lona wzorem (1.2). Ten estymator jest tez zgodny, nieobcigzony i o
minimalnej wariancji. Estymatorem odchylenia standardowego & jest odchylenie standardowe
z proby s (1.3). Ten estymator jest naturalnym estymatorem powstatym z wariancji z proby.
Nie ma on jednak tak dobrych wlasnoéci jak estymator s* (np. nie jest estymatorem
nieobcigzonym), tym niemniej jest powszechnie stosowany. Podane estymatory pozwalaja na
otrzymanie ocen punktowych nieznanych parametréw. Obok ocen punktowych innym
sposobem estymacji parametrow jest estymacja przedzialowa, polegajaca na podaniu
przedzialow ufnosci dla nieznanych parametréw. Pozwala ona na okreslenie doktadnos$ci
uzyskanych ocen parametréw. Niech 1 — o oznacza wybrany poziom ufnosci. Dwustronny
przedziat ufnos$ci dla wartos$ci oczekiwanej p ma postac:

(x— (1.9)

s _ s
t —, X+t —),
1-@/ n-1 i X 1-@/,n-1 [ )
gdzie t;_ o2, n1 jest kwantylem rzedu 1—o/2 rozkladu t-Studenta z n—1 stopniami swobody.

Przedzial ten pokrywa nieznang warto$¢ oczekiwang z prawdopodobienstwem rownym
przyjetemu poziomowi ufnosci 1 — o . Dhugos¢ tego przedziatu jest wprost proporcjonalna do
odchylenia standardowego s oraz odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z liczby obser-
wacji n. Zalezy ona rowniez od wartosci kwantylu t;_ . n-1, zaleznego od przyjetego pozio-
mu ufnosci 1 — a i liczby stopni swobody n — 1.

Dwustronny przedziat ufnosci dla wariancji 6* na poziomie ufnosci 1- o ma posta¢:

(n=1)s (n—=1)s ’ (1.10)

2

2 2
Zl—%,n—l Z%,nfl

gdzie:
le, w2.n-1 — jest kwantylem rzedu 1- o/2 rozktadu chi—kwadrat z liczba stopni swobody
n—1,
Yo n1 — jest kwantylem rzedu o/2 rozktadu chi-kwadrat z liczba stopni swobody n—1.

1.4. Obliczenia programem STATISTICA

W programie STATISTICA podstawowe wielkosci charakteryzujace dane mozna
obliczy¢ procedura Statystyki opisowe w module Podstawowe Statystyki. Po wybraniu tej
procedury otwiera si¢ okno Statystyki opisowe przedstawione na rys.1.1.



Wyboru zmiennych do analizy dokonuje si¢ po nacisnigciu przycisku . Wybér
odpowiednich parametrow opisowych mozliwy jest w polu Statystyki. Domyslnie program
oblicza $rednig arytmetyczng, odchylenie standardowe, minimum i maksimum oraz podaje
liczebnos¢ kazdej wskazanej zmiennej. Mozna to rozszerzy¢ witaczajac opcje:

— Mediana i kwartyle — program oblicza dodatkowo median¢ i kwartyle;

— Przedzial ufnosci Sredniej — program oblicza dodatkowo przedziat ufnosci dla war-
tosci oczekiwanej ($redniej) p dla wskazanego w oknie Przedzial poziomu ufnosci (do-
mys$lnie 95%).

E Statystyki opisowe

‘@ Zmienne: | GRUB

— Statystyki

DMediana i kwartyle
Opcje O Przedziat ufnosci séredniej
O Usuwanie BD przypadkami Przedziat E %

OWyswietl dlugie nazwy zmiennych D'Waz momenty

] i . DF = ———
O Obliczenia zwiekszonej precyzji | =l Wigcej statystyk | OW-1 ON-1

Rozkiad

Szczegdlowe statystyki opisowe

Kategoryzacja

& Liczba przedziatow: E

Q Przedzialy calkowitoliczbowe

&= Tabele liczebnosci ||@ Histogramy |

ONormalne czestosci oczekiwane
O Testy normalnosci K-S i Lillieforsa
OTest W Shapiro-Wilka

|im Wykresy ramkowe ogddu zmiennych E% Skategoryzowany wykres ramkowy

| |

| Normalne wykresy prawdopodob. | Skategoryzowany wykres Srednich |
| Poinormalne wykresy prawdopodob. | EE Skategoryzowane histogramy |
| Wykresy normalnosci bez trendu | | Skategoryzowane wykr. normalnogci |
| 2% wykr_roz. || Z nazwami | Macierz. | |E Skategoryzowane wykresy rozrzutu |
3W wykr._ roz. || Z nazwami ”L@ Powierz. | |U1@’ 3W histogram rozkltadu dwuwym. |

Rys. 1.1. Okno Statystyki opisowe

Pelny wybor parametréw opisowych otrzymuje si¢ po nacisnigciu przycisku
. Otwiera si¢ wowczas okno, w ktorym mozna wskaza¢ odpowiednie parametry
opisowe. Wyboru obliczanej wielko$ci dokonuje si¢ przez kliknigcie na jej nazwie lub
zaznaczenie kwadratu obok. Mozna wybra¢ wszystkie charakterystyki, przy pomocy przy-

cisku , lub wroci¢ do wyboru domys$lnego naciskajac przycisk .

W polu Rozklad przyciskiem |Tabele liczebnoécil uruchamia si¢ tworzenie tabel liczeb-

no$ci dla wskazanych zmiennych. Przycisk Histogramz] pozwala na graficzne przedsta-
wienie danych w postaci histogramu liczebnosci. Ponadto w tym polu sg dodatkowe opcje:

— Liczba przedzialéw — umozliwia okreslenie liczby klas, dla ktorej majg by¢ wyko-
nane tabele liczebno$ci i histogramy, w przypadku zmiennych ciaggltych. Program przyjmuje
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rzeczywistg liczbe klas w przyblizeniu réwng zadeklarowanej, poniewaz przyjeto, ze granice
przedziatoéw klasowych powinny by¢ zaokraglone i zawiera¢ po przecinku liczby 1, 2, 5;

— Przedzialy calkowitoliczbowe — umozliwia tworzenie tabel liczebnosci i histogra-
moéw dla zmiennych dyskretnych lub interpretowanych jako dyskretne wyrazonych przez war-
tosci catkowite. Wszystkie niecatkowite warto$ci zmiennej sg pomijane;

— Normalne czestosci oczekiwane — tworzy w tabeli liczebnosci dodatkowe kolumny
zawierajace wartosci oczekiwane liczebnosci, skumulowane warto$ci oczekiwane liczebnos$ci
oraz warto$ci oczekiwane liczebnos$ci wzglednej 1 warto$ci oczekiwane skumulowane;j liczeb-
nosci wzglednej obliczone przy zatozeniu, ze zmienna ma rozktad normalny;

— Testy normalnos$ci — pozwalajg na ocen¢ czy dana zmienna moze by¢ traktowana
jako zmienna o rozkladzie normalnym. Zostanie to doktadnie opisane w ¢wiczeniu "Badanie
zgodnosci rozktadu zmiennej losowej z rozktadem teoretycznym".

W polu Opcje mozna dodatkowo okresli¢:

— Usuwanie BD przypadkami — okresla sposob postepowania z brakujagcymi danymi.
Po wybraniu opcji Usuwanie brakujacych danych przypadkami program pomija wszystkie
przypadki (wiersze), w ktorych brakuje wartosci cho¢by dla jednej zmiennej. Jezeli opcja jest
wylaczona, to do analizy przyjmowane sg wszystkie mozliwe warto$ci dla poszczegdlnych
zmiennych;

— Wys$wietl dlugie nazwy zmiennych — oprécz krotkich nazw zmiennych zostang wy-
swietlone ich dhugie nazwy o ile zostaty zdefiniowane;

— Obliczenia zwi¢kszonej precyzji — program wykonuje obliczenia o zwigkszonej
precyzji. Zaleca si¢ wybor tej opcji dla zmiennych o bardzo matej wzglednej wariancji
(wariancja podzielona przez $rednig).

Dolng czgs$¢ okna Statystyki opisowe zajmujg przyciski umozliwiajace graficzng pre-
zentacje danych:

|Wykresy ramkowe ogotu zmiennych| — wykonywane sg wykresy ramkowe (skrzynki

z wasami) dla wskazanych zmiennych. Mozna utworzy¢ cztery typy wykresow ramkowych w
zalezno$ci od wyboru jednej z nastgpujacych opcji:

— Mediana/Kwartyle/Rozstep — punkt centralny —mediana, ramka — kwartyle, wasy —
rozstep;

— Srednia/Bl.std./Odch.std — punkt centralny — $rednia, ramka — blad standardowy,
wasy — odchylenie standardowe;

— Srednia/Odch.std./1.96*Odch.std. — punkt centralny — $rednia, ramka — odchylenie
standardowe, wasy — 1.96 * odchylenie standardowe;

— Srednia/ BlLstd./1.96*Bl.std. — punkt centralny —$rednia, ramka — blad standardowe,
wasy — 1.96 * blad standardowe.

Przyktadowy wykres ramkowy dla opcji Mediana/Kwartyle/Rozstep pokazano na
rys. 1.2.

|N0rmalne wykresy prawdopodob. | — wykonywany jest normalny wykres prawdo-

podobienstwa.
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|P61n0rmalne wykresy prawdopopdob.l — wykonywany jest potnormalny wykres

prawdopodobienstwa.

|Wykresy normalnosci bez trendul — wykonywany jest normalny wykres prawdo-

podobienstwa po usuni¢ciu trendu liniowego.

Wiydcres ramboouny
4,32

6,28

6,24

6,20

518 \

T Maks. = 5,300000
hin = 5,100000

s.12 [ 7a% = 5,210000
_ 25% = 5,150000
508 o Mediana:
GRUB hded = 5, 120000
Rys. 1.2. Przyktadowy wykres ramkowy
|Skateg0ryz0wany wykres ramkowy| — wykonywane s3 wykresy ramkowe dla

skategoryzowanych zmiennych. Mozna wybra¢ do trzech zmiennych okreslajacych kategorie
podziatu.
|Skateg0ryzowany wykres érednich| — wykonywane s3 wykresy $rednich dla skate-

goryzowanych zmiennych.
|Skateg0ryzowane Histogramy| — wykonywane sg histogramy dla skategoryzowanych

zmiennych.
|Skateg0ryzowane wykr. normalnoécil — wykonywane sa normalne wykresy

prawdopodobienstwa dla skategoryzowanych zmiennych.
|Skateg0ryzowane wykresy rozrzutul — wykonywane sa wykresy rozrzutu wraz z linig

regresji dla skategoryzowanych par zmiennych.
3W histogram rozkladu dwuwym | — wykonywane s trojwymiarowe histogramy dla

wskazanych par zmiennych.
|2W wykr. roz.l — wykonywane sa wykresy rozrzutu wraz z linig regresji dla wybranych

par zmiennych.
— wykonywane sg wykresy rozrzutu dla wskazanych par zmiennych.
Punkty na wykresie oznaczane s3 za pomocg nazw lub numerdéw przypadkow.

3W wykr. roz.| — wykonywane sg wykresy rozrzutu dla wybranych trzech zmiennych.

Jesli uzyje sie opcji |z nazwami|, punkty na wykresie bedg oznaczone za pomocg nazw lub
numeréw przypadkow.
Powierz] — umozliwia wykonanie trojwymiarowego wykresu rozrzutu wraz z wykresem

powierzchni dla wskazanych trzech zmiennych.
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Macierz] — umozliwia wykonanie macierzowych wykreséw rozrzutu dla wybranych

zmiennych.

Przyktad 1.1.

Zmierzono grubo$¢ n = 60 podktadek wykonanych na automacie tokarskim. Obliczy¢

podstawowe wielkos$ci charakteryzujace dane i1 przedstawi¢ je w postaci graficznej. Dane
zapisano w pliku PODKELADKI. grub

Rozwigzanie

Tabela 1.1 Po naci$nigciu przycisku i
Warto$ci podstawowych charakterystyk . . . . ,
_ . wskazaniu zmiennej do obliczen, w polu
( Sctlgll:lysglzikl ?I;ISOWG Zgﬁ%’ga Statystyki naciska si¢ przycisk
odktadki. sta
Nwazaych 5 Statystyk], aby obliczy¢ (oprocz domyslnych)
Srednia 5,187500 wszystkie mozliwe charakterystyki zmiennej.
P. ufn-95,000% 3,175971 Obliczenie wskazanych statystyk uruchamia
P. ufn. +95,000% 5,199029 i naciskaiac rzveisk @l
Mediana 5,180000 ¢ Jac  przy
Suma 311,2500 |statystyki 0pisowe| lub przycisk OK. Otrzy-
Minimum 5,100000 mane wyniki przedstawiono w tabeli 1.1.
Maksimum 5,300000 . .1 T et
Dolny Kwarty! 5160000 W celu wylfonar%la tabeli hczebnosq i histo
G6rny Kwartyl 5,210000 gramu przyjeto liczbe klas k = 7, obliczong z
Rozstep Kwartyl ,200000 wzoru (1.8). Wyniki obliczen przedstawiono
Rozstep ;050000 w tabeli 1.2 ina rys. 1.3. Ocena punktowa
Warianc. 001992 warto$ci oczekiwanej grubosci podktadek
Odch. Std 044631 o ] gtubosel p
Blad standard 10057620 wynosi x = 35,1875 a wariancji s= 0,001992.
Sko$nosé¢ ,369864 Ocena przedzialowa wartosci oczekiwanej,
Bt. std. Skosnos¢ 308694 95% przedzial ufnosci wynosi od 5,1760 do
Kurtoza , 291358 5199, i 5o t dziat liczb
Bl std. Kurtoza 608492 ,199, i oznacza, ze ten przedzial liczbowy z
prawdopodobienstwem 95% pokrywa
nieznang  warto$¢  przecigtng  grubosci
podktadek.
Tabela 1.2
Tabela liczebnosci
GRUB (podkta~1.sta)
Skumul Procent | % Skumul | % ogotu | % skum
Kategoria Licznos¢ | Liczno$¢ | waznych | waznych | przypad. og6tu
5,0000 < x <=5,0500 0 0 0,00000 0,0000 0,00000 0,0000
5,0500 < x <=5,1000 3 3 5,00000 5,0000 5,00000 5,0000
5,1000 < x <=5,1500 10 13 16,66667 | 21,6667 | 16,66667 | 21,6667
5,1500 < x <= 15,2000 31 44 51,66667 | 73,3333 | 51,66667 | 73,3333
5,2000 < x <=5,2500 11 55 18,33333 | 91,6667 | 18,33333 | 91,6667
5,2500 < x <= 5,3000 5 60 8,33333 | 100,0000 | 8,33333 | 100,0000
BD 0 60 0,00000 0,00000 | 100,0000

Na podstawie obliczonych warto$ci charakterystyk 1 histogramu mozna stwierdzi¢, ze
rozktad danych w probce jest jednomodalny. Warto§¢ mediany jest mniejsza od wartosci
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sredniej oraz skos$no$¢ jest dodatnia, czyli rozktad jest lekko niesymetryczny o prawostronne;j
asymetrii.
Kurtoza jest dodatnia, a wiec rozktad jest bardziej wysmukty od normalnego.

RUB
jetal

20

25

20

15

Liczba obs

10

W ] — Ouczekivwane

5,00 5,05 5,10 5,15 5,20 525 5,30 Hormalne

GAarna granica (= <= granicy)

Rys. 1.3. Histogram liczebnosci

W procedurze Statystyki opisowe mozna uzyskac tylko tabele liczebnosci i1 histogramy
wykonane dla przyblizonej liczby klas, wynikajacej z przyjetego sposobu wyznaczania granic
klas, co moze znieksztalca¢ obraz wykresu. Jesli chcemy otrzymac tabele liczebnosci
i histogramy liczebnosci z podziatem na doktadng liczbg klas, nalezy skorzysta¢ z procedury
Tabele liczebnosci w module Podstawowe statystyki. Okno Tabele liczebnoSci
przedstawiono narys. 1.4.

Na gorze okna znajduje si¢ przycisk pozwalajacy wskaza¢ zmienne do
analizy. Ponizej znajduja si¢ trzy przyciski pozwalajace na uruchomienie podstawowych
obliczen.

|Tabele liczebnoécil — uruchamia procedure tworzenia tabel liczebnosci wedtug wska-

zanych w polu Pokaz opcje mozliwosci.

— uruchamia procedur¢ tworzenia histograméw, ktorych postaé zalezy od
opcji wybranych w polu Metoda kategoryzacji dla tabel i wykresow.

|Statystyki opisowel — umozliwia obliczenie podstawowych statystyk ($rednia,

odchylenie standardowe, warto$¢ minimalna 1 maksymalna itd.).
To, co chce si¢ otrzymac w tabeli liczebnosci, okresla si¢ w polu Pokaz opcje.
Poszczegdlne opcje w tym polu umozliwiaja:
— Liczebno$ci skumulowane — obliczenie skumulowanych liczebno$ci;

— Procenty (czestoSci) — obliczenie skumulowanych liczebnosci wzglednych
(czestosci);
—100% minus procenty skumulowane — obliczenie réznicy miedzy 100% i

warto$ciami skumulowanych liczebnosci wzglednych (czgstosci);
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— Proporcje po transformacji logit — obliczenie logitowej transformacji skumulowane;j
liczebno$ci wzglednej dla kazdej kategorii (klasy);

— Proporcje po transformacji probit — obliczenie probitowej transformacji skumulo-
wanej liczebnos$ci wzglednej dla kazdej kategorii (klasy).

E Tabele licznosci

‘@ Zmienne: | GRUB OK |
Tabele liczebnosci ||@ ,I:hstl:!gl’ﬂmy ||E Statystyki opisowe | | Anuluj |
—Metoda kategoryzacji dla tabel i wykresow |5E%§E; s | |& - |

OWszystkie roZzne wartogci z wart. tekstowymi

—Wliczaj braki danych (BD)

. . O¥ai momenty

ODokladna liczba przedzialow: 10 [IBraki danych

QO Przyblizona liczba okraghych przedz.: 10 OBD i preypadki pominigte

OwWielkosé kroku |1_ |E — Testy normalnosci

rozpocznij od: E lub [ od minimum |E Testy normalnosci
O Kategorie catkowite z wart. tekstowymi Otest K-S, znana srednia i odch. std.
. i = Otest Lillieforsa. nieznana $redniafod.std.
Kod kownik &

O Kody uzytkownika : [ltest W Shapiro-Wilka

O Kryteria uzytkownika Do dopasowywania inmych rozkladdw uzvwamy
moduty Testy MNieparametryczne | Rozkiady lub

[Usuwanie BD przypadkami wkreséw .(P_P lub K—K),_ do dolpa.sowania danych
ucietych uiywarmy analiz preedycia.

— Pokaz opcje

M Liczebnosci skumulowane | Wykres ramkowy ogolu zmiennych (1) |
Progenty (czgstosci) | Normalne wykresy prawdopodob. (2) |
[M Procenty skumulowane

[J100% minus procenty skumulowane | Potnormalne wykresy prawdopodob. (3) |

P j t f ji logit — -

- mpurc:!e poe rans_urmac:!! ogr . | Wykresy normalnosci bez trendu (4) |
O Proporcje po transformacji probit

COMNormalne liczebnoéci oczekiwane |l@§ 3W histogram rozktadu dwuwym. (5) |

Rys. 1.4. Okno Tabele liczebnos$ci

Sposdb tworzenia tabel liczebno$ci 1 histogramow okreslaja opcje w polu Metoda
Kategoryzacji dla tabel i wykresow. Ich znaczenie jest nastepujace:

— Wszystkie rézne wartos$ci — tabele liczebnosci 1 histogramy tworzone s3 dla liczby
klas réwnych liczbie danych. Innymi slowy kazda warto§¢ zmiennej tworzy nowa klase. Ten
sposob kategoryzacji wybierany jest domyslnie;

— Z wart. tekstowymi — tabele liczebnosci i1 histogramy tworzone s3 dla kazdej
warto$ci tekstowej zmiennej. Czyli kazda nowa warto$¢ tekstowa zmiennej tworzy nowa
klase;

— Dokladna liczba przedzialéw — tabele liczebno$ci 1 histogramy tworzone sa dla
doktadnie takiej liczby klas, jaka bedzie podana w sgsiednim polu;

— Przyblizona liczba okraglych przedz. — tabele liczebnosci 1 histogramy tworzone sa
dla liczby klas w przyblizeniu rownej liczbie podanej w sasiednim polu;
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— Wielko$¢ kroku — tabele liczebno$ci 1 histogramy tworzone sa dla szerokosci
przedziatoéw klasowych podanej w sasiednim polu;

— Rozpocznij od — okresla warto$¢ poczatkowa w tworzonej tabeli liczebnosci. Jezeli
wybierze si¢ opcje Rozpocznij od minimum wowczas wartos$cia poczatkowa w tabeli
liczebnos$ci bedzie najmniejsza warto$¢ zmiennej;

— Kategorie calkowite — tabele liczebnos$ci i1 histogramy tworzone sa dla liczby klas
odpowiadajacej liczbie warto$ci catkowitych. Wszystkie liczby niecatkowite sg ignorowane;

— Kody uzytkownika — tabele liczebnosci 1 histogramy tworzone sg na podstawie liczb
catkowitych wskazanych przez uzytkownika. Wyboru dokonuje si¢ w oknie, ktére otwiera si¢
po nacis$nigciu przycisku obok. Wszystkie liczby niecatkowite i nie wybrane przez
uzytkownika sg ignorowane;

— Kryteria uzytkownika — tabele liczebno$ci i histogramy tworzone sg w oparciu
o kategorie okreslone przez uzytkownika. Zasady selekcji przypadkow definiuje si¢ w oknie
otwierajagcym si¢ po naci$nigciu sgsiedniego przycisku. Mozna wybra¢ do 16 logicznych
warunkow selekcji przypadkéw okreslajacych 16 kategorii (klas) w tabeli liczebnosci.

Sposob postepowania z brakujacymi danymi okreslajg trzy opcje:

— Usuwanie BD przypadkami — po wilaczeniu tej opcji, z obliczeh wylaczane sa
wszystkie przypadki, w ktorych brakuje danych dla ktérejkolwiek z wybranych zmiennych;

— Wliczaj braki danych w polu braki danych — po wybraniu tej opcji w tabeli
liczebnosci podawany jest dodatkowy wiersz zawierajacy informacje o liczbie brakujacych
przypadkéw. Liczebno$ci wzgledne i skumulowane liczebnosci wzgledne liczone sg z
uwzglednieniem brakujacych danych;

— Wiiczaj BD i przypadki pominiete w polu braki danych — po wlaczeniu tej opcji
w tabeli liczebno$ci podawany jest dodatkowy wiersz zawierajacy informacje o liczbie
brakujacych 1 pominigtych przypadkach. Liczebnosci wzgledne 1 skumulowane liczebnosci
wzgledne liczone sg z uwzglednieniem brakujacych danych.

Znaczenie pozostatych opcji i przyciskéw jest identyczne jak w procedurze Statystyki
opisowe. Procedura Tabele licznosci pozwala na glebsza analiz¢ danych, stwarzajac mozli-
wos¢ ustalenia wielu parametrow majacych wptyw na obraz histogramu — liczby klas, rozpig-
tosci klas, dolnej granicy pierwszego przedzialu i granic klas. Wymaga to zawsze zastano-
wienia si¢ jak wygladaja dane, i w jaki sposob je przedstawi¢. Przy réznych ustawieniach
otrzyma si¢ rozne postacie histogramow.

Ponizej przedstawiono dla danych z przyktadu 1.1 dwa histogramy, dla liczby klas k =7
i dwukrotnie wigkszej k = 14, otrzymanych w procedurze Tabele liczebnosci po wiaczeniu
opcji Dokladna liczba przedzialow.

Histogram przedstawiony na rys. 1.5, wykonany dla liczby klas k =7 rézni si¢ od
histogramu przedstawionego na rys. 1.3, na ktérym rzeczywista liczba klas jest réwna k = 5.
Na rys. 1.5 lepiej sa widoczne istotne cechy badanej zmiennej, przede wszystkim wyrazniej
zaznaczona jest asymetria danych 1 doktadniej okreslone roztozenie warto$ci najmniejszych
i najwigkszych.
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Na rys. 1.6

przedstawiono histogram o dwukrotnie wigkszej liczbie klas niz jest

zalecana. Obraz rozktadu danych jest w tym przypadku znieksztalcony przez zbyt silne za-

znaczenie lokalnych zmian oraz przez pojawiajace si¢ klasy puste.

Liczba obs

Liczba obs

Przyktad 1.2

GRUB

22
20

18

16

14
12
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=]

5]

a4
z

-_ CZexkinanea
o __,_,_.—'—’f Dczeki
080 4082 5117 A150 54183 &217 5260 4283 5317 Normalny

Garna granica (x<=granica)

Rys. 1.5. Histogram dla liczby klas k = 7 (doktadnej)

RUB

16
14 7
12
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° 7
3 . .
: .

D "
a077 4108 6,138 5,169 6,200 8,231 8,262 6,202 — Oczekivane

5092 5423 5454 5485 5215 5246 5277 5308 Marmalmy

GAarna granica (=<=granica)

Rys. 1.6. Histogram dla liczby klas k = 14 (doktadnej)

W celu wyznaczenia wartosci przecigtnej dtugosci drogi hamowania samochodu na
asfalcie przeprowadzono przy predkosci 40 km/godz. 10. préb i otrzymano nastepujace
wyniki: 22,0; 19,0; 18,5; 20,0; 20,5; 21,0; 19,5; 19,0; 20,5; 20,0 m. Przyjmujac, ze dtugosé
drogi hamowania ma rozktad normalny obliczyc¢:

a) oszacowanie warto$ci przecigtnej dtugosci drogi hamowania,

b) nieobcigzong ocen¢ wariancji dtugosci drogi hamowania,
¢) 99% przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej dtugosci drogi hamowania.
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Wiyniki obliczef przedstawiono w tabeli 1.3.

Tabela 1.3
Wyniki oszacowania parametréw zmiennej losowej — dlugos$¢ drogi hamowania
STAT. Statystyki opisowe (predkos¢ sta)
PODST.
STATYST.
P.ufn.  —P.ufn.
Zmienna Nwaznych [Srednia [99,00% 1+99,00% Minimum [Maksimum [Warianc. |Odch.Std.
PREDK. 10 20,0000 [18,91672 [21,08328 |18,5000 22,0000 1,L11111  [1,05409

Ocena punktowa warto$ci oczekiwanej wynosi x = 20,000, natomiast z oceny prze-
dziatowej wynika, ze 99% przedziat ufnosci wynosi od 18,91672 do 21,08328. Nieobcigzona
ocena wariancji rowna jest s?=1,11111.
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2. WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

2.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ z zasadami weryfikacji hipotez statystycznych.

2.2. Opis metody

Kazde badanie rozpoczyna si¢ od postawienia hipotezy, czyli przypuszczenia o mozli-
wym rozwigzaniu, na podstawie wiedzy badajacego. Przez hipoteze statystyczng rozumie si¢
kazde przypuszczenie odno$nie rozktadu zmiennej losowej. Tradycyjnie hipotezy statystyczne
dzieli si¢ na:

— hipotezy parametryczne, gdy dotycza warto$ci parametrow statystycznych rozktadu
zmiennej losowej,

— hipotezy nieparametryczne, gdy dotycza postaci rozktadu zmiennej losowe;.

Procedure weryfikacji hipotezy statystycznej nazywa si¢ testem statystycznym. Gdy
weryfikuje si¢ hipotez¢ parametryczng, nazywa si¢ to testem parametrycznym. Procedura
weryfikacji hipotezy nieparametrycznej nazywana jest testem nieparametrycznym. Hipoteza,
ktora podlega sprawdzeniu, nazywana jest hipoteza zerowa 1 oznaczana jest przez Hy . Oprécz
postawienia hipotezy zerowej test statystyczny wymaga sformulowania hipotezy alterna-
tywnej, to jest takiej hipotezy, ktéra jestesmy sktonni przyjac, gdyby okazato sie, ze hipoteze
zerowq nalezy odrzuci€. Przyjeto oznacza¢ hipotezy alternatywne przez H;, H, lub Hz. W celu
weryfikacji hipotezy zerowej Hy pobiera si¢ z populacji probe losowa xi, Xz, ..., X,. Na
podstawie proby oblicza si¢ statystyke testowa, czyli pewng funkcje proby T(xy, xa, ..., Xy), na
podstawie ktorej wnioskuje si¢ o odrzuceniu lub nie odrzucaniu hipotezy zerowej. Zatem
warto$¢ statystyki testowej z danej proby jest podstawa do odrzucenia hipotezy Hy lub jej nie
odrzucania. Oczywiscie sposob konkretnego postepowania zalezy od konkretnej hipotezy Hy
i hipotezy alternatywnej. Zawsze jednak weryfikacja powinna przebiega¢ w taki sposob, aby
zapewni¢ jak najmniejszg mozliwos¢ popehienia pomytki. W trakcie weryfikacji hipotezy H
mozna popetni¢ dwa bledy:

— btad pierwszego rodzaju, polegajacy na odrzuceniu hipotezy zerowej, mimo ze jest
ona prawdziwa. Prawdopodobiefistwo popetnienia bledu pierwszego rodzaju nazywa sie¢
poziomem istotnos$ci testu i oznacza przez o . Najczedciej przyjmowane warto$ci poziomu
istotnosci to 0,1, 0,05, 0,01;

—btad drugiego rodzaju, polegajacy na przyjeciu hipotezy zerowej, gdy w rzeczy-
wistosci jest ona nieprawdziwa. Prawdopodobienstwo popeinienia btedu drugiego rodzaju
oznacza si¢ przez P} . Zestawienie omawianych bledéw przedstawiono w tabeli 2.1.



Tabela 2.1

Tabela decyzji
Hipoteza DECYZJE
zerowa Nie odrzucac¢ Hy Odrzuci¢ Hy
Hipoteza zerowa decyzja btad I rodzaju
prawdziwa prawidtowa
Hipoteza zerowa btad II rodzaju decyzja
nieprawdziwa prawidlowa

Wartosci o i B sg ze sobg powigzane. Nalezy dazy¢ do tworzenia takich testow, ktore
dla wybranego poziomu istotno$ci o zapewniaja mozliwie najmniejsza warto$¢ bledu II
rodzaju B. Przy czym w testach statystycznych wigksze znaczenie przypisywane jest
poziomowi istotno$ci o . Okresla on stopien pewnosci, co do odrzucenia hipotezy Hy, im na
mniejszym poziomie istotnos$ci test odrzucit hipoteze Hy, tym bardziej mozna by¢ pewnym, ze
hipoteza Hj jest nieprawdziwa.

Proces weryfikacji hipotezy przebiega w nastepujacych pieciu etapach:

1. Formulowanie hipotezy zerowej Hy i1 hipotezy alternatywnej H;.

2. Przyjgcie poziomu istotnosci o .

3. Okreslenie — stosownie do postawione]j hipotezy zerowej Hy — statystyki testowej
i obliczenie jej warto$ci na podstawie danych z proby losowe;.

4. Przy ustalonym poziomie istotnosci o okreslenie obszarow krytycznych.

5. Wnioskowanie o odrzuceniu lub nie odrzucaniu hipotezy zerowej Hy.

Aby mo6c wnioskowa¢ o odrzuceniu lub o nie odrzucaniu hipotezy zerowej Hy, nalezy
okresli¢ obszar krytyczny (obszar odrzucen hipotezy zerowej). Statystyka testowa jest
zmienng losowa, ktéra moze przyjmowac rdzne wartosci. Przyjmujac, Ze hipoteza zerowa jest
prawdziwa, podzbiér obszaru zmiennos$ci statystyki testowej, dla ktorego prawdopodo-
bienstwo odrzucenia hipotezy zerowej Hy jest nie wigksze od przyjetego poziomu istotnosci
o, nazywa si¢ obszarem krytycznym. Jezeli obszar krytyczny odpowiadajacy poziomowi
istotno$ci oznaczy si¢ przez W, to gdy statystyka testowa T € W, , hipoteze zerowg Hy
nalezy odrzuci¢, przy czym P(T € W, | Hy prawdziwa) < o.. W przeciwnym przypadku brak
jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hy.

Lokalizacja obszaru krytycznego zalezy od postaci hipotezy alternatywnej. Zostanie to
wyjasnione na przyktadzie. Przyjmijmy, ze nalezy sprawdzi¢ hipotez¢ dotyczaca wartosci
sredniej, czyli hipoteze¢ o prawdziwosci przypuszczalnej warto$ci oczekiwanej zmiennej
losowej. Zaklada si¢, ze zmienna ma rozklad normalny N(u, o) z nieznang wartoscig
oczekiwang p i nieznang wariancja o”. Zatem zadanie sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy
Zerowej:

Ho: p=po,
przeciw jednej z hipotez alternatywnych:

Hip:p#po lub Hy: p<pp lub Hi:pu> e .

Jezeli hipoteza zerowa Hj jest prawdziwa to statystyka:

=X 2.1

)
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n

gdzie: )_c=12xi , s2=LZ(xi—)_c)2,
n—»=1ig

i=1
bedac zmienng losowa, ma rozktad t-Studenta o liczbie stopni swobody n—1. Statystyka t
moze przyjmowac rozne wartosci, jezeli bedg to wartosci o prawdopodobienstwie zaistnienia
rOwnym poziomowi istotnosci a, to utworzg one obszar krytyczny. Jezeli wartos¢ statystyki t,
obliczona z proby, znajdzie si¢ w obszarze krytycznym, to wystgpito zdarzenie mato
prawdopodobne, ktore moze budzi¢ watpliwosé, co do prawdziwosci hipotezy zerowej
i w konsekwencji odrzuca si¢ hipoteze zerows.
W przypadku hipotezy alternatywnej H; obszar krytyczny jest dwustronny (rys. 2.1):

WOL € (_ 0, —t- al2, n—l> 1 <tl— a/2, n—1s + 00 )

fiy

Rys. 2.1. Dwustronny obszar krytyczny przy hipotezie alternatywnej H,

Przy hipotezie alternatywnej H, obszar krytyczny jest lewostronny (rys. 2.2):
Woc € (_ o0, _tl—a,n—l>~

fry

_tl-a,n-l
Wi

Rys. 2.2. Lewostronny obszar krytyczny przy hipotezie alternatywnej H,
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Przy hipotezie alternatywnej H3 obszar krytyczny jest prawostronny (rys. 2.3):
Wa € <t17 a,n-1, + 0 )

ity

oo

Rys. 2.3. Prawostronny obszar krytyczny przy hipotezie alternatywnej Hj

Wartosci ti- o2, n1 1 ti- o, n1, b¢dace kwantylami rozktadu t-Studenta odpowiednio rzgdu
1- o/2 i 1- a, ograniczajace obszar krytyczny, nazywane sg warto$ciami krytycznymi i czesto
w literaturze oznaczane sg przez t oo n11tg n 1.

Szczegodlnie czgsto w praktyce inzynierskiej zachodzi konieczno$¢ poréwnania wartosci
srednich dwoch probek. Zatézmy, ze pobralismy dwie niezalezne probki o liczno$ciach n; i np
z dwoéch populacji X; i X,. Chcemy zweryfikowaé hipoteze zerowa polegajaca na
przypuszczeniu, ze Ho: i = W, przeciw jednej z hipotez alternatywnych:

Hi: y#p lub Ho: g <pp lub Hi:py >y

Zatem hipoteza zerowa Hj zaktada, ze wartosci Srednie:

n,

X, =i2x“ . X, =i2x2[, (2.2)
ny iz ny -
pochodza z tej samej populacji (nie ma migdzy nimi istotnej réznicy).
Testy istotno$ci réznicy miedzy warto$ciami oczekiwanymi dwu zmiennych mozna
podzieli¢ na dwie grupy:
1. Testy przeznaczone do testowania roznic przy probach niezaleznych.
2. Testy przeznaczone do testowania roznic przy probach zaleznych.

2.2.1. Testy dla prob niezaleznych

Do weryfikacji hipotezy zerowej stosowane sa w zasadzie dwa testy, test t lub test
Cochrana-Coxa. Wybor jednego z nich uzaleZzniony jest od spelnienia warunku réwnosci
wariancji 6> = 6, obu populacji. Jezeli ;> = o,° to stosowany jest test t, w przeciwnym
przypadku stosuje si¢ test Cochrana-Coxa. Oba testy wymagaja spelnienia warunku
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normalno$ci rozktadu zmiennych X; i X,, co mozna sprawdzi¢ odpowiednim testem
zgodnosci (np. testem Shapiro-Wilka lub Lillieforsa).

Test t
Statystyka testowg testu t jest:

t= _ , (2.3)
\/_sf(nl ~1)+52(n, = |(n, +n,)

(n, +n,=2) n, n,

. | _ 1 _
gdzie: s =——> (x, —X)* , 55 = D (xy —%,)7
l’l] _1 i=1 l’l2 _1 i=1
Jezeli weryfikowana hipoteza jest prawdziwa, to statystyka testowa t ma rozktad t-Studenta
z nj+np—2 stopniami swobody. Dalsze postgpowanie jest identyczne, jak przedstawiono przy

omawianiu poprzedniego testu.

Test Cochrana—Coxa.
Statystyka testowa tego testu jest:

+
\/(n1 -1 (n, -1

Rozktad tej statystyki zalezny jest od licznosci probek n; i n, oraz od stosunku c,/c; .
Obszary krytyczne wyznacza si¢ analogicznie jak poprzednio, oczywiscie odczytujac wartosci
krytyczne z odpowiednich tablic statystycznych.

C=

(2.4)

Test F

Do weryfikacji hipotezy o réwnosci wariancji Ho:o1> = o,> przeciw jednej z hipotez
alternatywnych Hy:01> > o,” lub Hy:61% < o,” stosuje sie test F. Statystyka testowa tego testu
jest:

2 2
_ max (s; ,s;)

F (2.5)

min (s3 ,s7) .
Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to statystyka F ma rozktad F-Snedecora z n-1
stopniami swobody licznika i n,—1 stopniami swobody mianownika, gdzie n; jest liczno$cia
probki, z ktorej obliczono wariancj¢ licznika, a n,, — mianownika. Obszarem krytycznym jest
przedziat Wy, € (Fi_q, ni-1, nm-1, + ). JezZeli warto$¢ F nalezy do obszaru krytycznego, hipoteze
o réwnosci wariancji odrzuca si¢ na poziomie istotnosci o .

2.2.2. Test dla préb zaleznych

Test ten stosuje si¢ wowczas, gdy mamy dwie grupy wynikow dla tych samych
elementow proby. Dla kazdego elementu proby losowej otrzymuje si¢ pary liczb x; i yi.
Oblicza si¢ ich réznice d;= x;i—y; 1 zaklada, ze populacja r6znic D ma rozktad normalny.
Statystyka testowa ma wowczas postac:
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=4 (2.6)

gdzie: J=lidi ,s;=——>.(d, —d)*.
n

i=1 n—13

Jezeli hipoteza zerowa Hj jest prawdziwa, statystyka t ma rozktad t-Studenta o n—1
stopniach swobody. Zasady wyznaczania obszaréw krytycznych i podejmowania decyzji sa
identyczne jak przy wczesniej omowionym tescie t.

Uwaga: Tradycyjny sposéb wnioskowania oparty o obszary krytyczne wymaga odczytania z
odpowiednich tablic statystycznych wartosci krytycznych i porownania wartosci statystyki
testowej z odczytanymi wartosciami krytycznymi. W programach komputerowych, aby
unikng¢ koniecznosci korzystania z tablic statystycznych, podawana jest wartos¢
prawdopodobienstwa p zaistnienia statystyki testowej, przy zaloZeniu, ze hipoteza zerowa H,
Jjest prawdziwa. Im prawdopodobienstwo p jest mniejsze, tym bardziej swiadczy to przeciwko
hipotezie H,. Jezeli p < a, to na danym poziomie istotnosci o odrzuca si¢ hipoteze zerowq H,,
natomiast, gdy p > «a, to na przyjetym poziomie istotnosci nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej H,.

2.3. Obliczenia programem STATISTICA

W programie STATISTICA do testowania roznic migdzy srednimi stuzg procedury Test
t dla prob niezaleinych i Test t dla préb zaleinych w module Podstawowe statystyki.
Pierwsza procedura stosowana jest do weryfikacji hipotezy o réwnosci wartosci ocze-
kiwanych w dwodch populacjach na podstawie prob niezaleznych, a druga w przypadku prob
zaleznych.

2.3.1. Testy dla prob niezaleznych

Po wybraniu procedury Test t dla prob niezaleznych otwiera si¢ okno Testy dla prob
niezaleznych przedstawione na rys. 2.4. Na gorze okna znajduje si¢ pole Plik wejsciowy dla
ustalenia sposobu organizacji danych. Mozliwe sg dwa ustawienia:

1. Jeden wiersz na przypadek (uzyj zmiennej grupujacej) — jest to podstawowy
sposob organizacji danych w pliku. Kazdy wiersz w zbiorze danych przedstawia jedna
obserwacje, a kazda kolumna reprezentuje jedng badang zmienng. Czyli dane wpisywane sa
przypadek za przypadkiem, wigc aby przeprowadzi¢ test t, nalezy podaé, do jakiej grupy
zaliczy¢ kazdy z przypadkéw. Realizowane to jest poprzez wprowadzenie dodatkowej
zZmiennej zwanej zmienng grupujaca.

2. Kazda zmienna zawiera dane dla jednej grupy — kazda zmienna (kolumna)
przedstawia jedna grup¢ danych. Po wybraniu tej opcji okno Testy dla préb niezaleznych
zmieni swoja postac.
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W przypadku wyboru pierwszej opcji, nalezy po naci$nigciu przycisku
okresli¢ zmienng grupujacg i zmienne zalezne. Dla zmiennej grupujacej nalezy podaé¢ kody
okreslajace grupy (Kod grupy nr 1, Kod grupy nr 2), ktére maja by¢ porownane. Jezeli nie zna
si¢ kodow zmiennej grupujacej, nalezy klikng¢ dwukrotnie pola kodow. Otworzy si¢ okno
zawierajace wszystkie kody catkowite i ich alfanumeryczne odpowiedniki, ktére mozna
przenies¢ do pola kod grupy przez ich dwukrotne kliknigcie.

Testy dla prab niezaleznych {Grup)

Plik wejsciowy: ‘Jeden wiersz na przypadek (uzyj zmiennej grupujgcej) |z||

] Zmienne: Grupujgca: PROBA Anuluj
Zalezna: SREDN_
W s | w

Kod grupy nr 1: |“1 - | Fodwajnie kliknij odpowiednie pale,
— abry wybrac kody z listy waznych OWazone
Kod grupy nr 2: | 2. | warosci zmienne;. momenty
DF =
Testyt (@WJ ON-1
—Opcje
k k
O Usuwanie brakéw danych przypadkami Wykres ramkowy
O FPokai dlugie nazwy zmiennych e Skategoryzowane histogramy
Otest t z oddzielng oceng wariancji B Skat. wykr. normalnosci
O Test wielowymiarowy (T Hotellinga)
L
O Test Levene'a jednorodnosci wariancji @&  Skat wykr. normalnosci bez trendu
O Browna i Forsytha jednorodnoéci wariancji = Skat. wykresy rozrzutu

Rys. 2.4. Okno Testy dla prob niezaleznych (opcja podstawowa)

O tym, co zostanie obliczone i podane w wynikach decyduja ustawienia w polu Opcje,
umozliwiajg one:

— Usuwanie brakéw danych przypadkami — gdy opcja jest wlaczona program pomija
wszystkie przypadki (wiersze), w ktorych brakuje wartosci cho¢by dla jednej zmiennej
zaleznej sposréd wybranych zmiennych do analizy. Jezeli opcja jest wylaczona, brakujace
dane usuwane sa parami dla dwoch aktualnie analizowanych zmiennych;

— Pokaz dlugie nazwy zmiennych — oprocz krotkich nazw zmiennych wyswietlane sa
ich dlugie nazwy, o ile zostaty zdefiniowane;

— Test t z oddzielng ocena wariancji — obliczana jest warto$¢ testu Cochrana—Coxa na
podstawie oddzielnych ocen wariancji w obu probach. Opcja ta stosowana jest wtedy, gdy
wariancje w probach roznig sie (test F lub test Levene'a odrzuca hipoteze o rownosci
wariancji). Zaleca si¢ uzycie tej opcji, gdy liczno$ci grup znacznie roéznig si¢;

— Test wielowymiarowy (T Hotellinga) — jest uogdlnieniem testu t na wigksza liczbe
zmiennych;

— Test Levene'a jednorodnos$ci wariancji — test t opiera si¢ na zatozeniu, ze wariancje
w obu prébach sa réwne (jednorodne). Test Levene'a jest drugim obok testu F mocnym
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testem do sprawdzenia hipotezy o rownosci wariancji. Jezeli test Levene'a wykaze
statystyczng istotnos¢, to hipoteze o jednorodnosci wariancji nalezy odrzucic;

— Browna i Forsytha jednorodnosci wariancji — jest to zmodyfikowany test Levene'a,
jest on bardziej odporny na niespetnienie warunku o normalnos$ci rozktadow.

Poréwnanie warto$ci $rednich w dwdch grupach mozna przedstawi¢ graficznie. Stuza
do tego nastepujace przyciski:

|Wykres ramkowyl —umozliwia wykonanie wykresow ramkowych dla wybranych

zmiennych; jeden wykres na jedng zmienna.
|Skateg0ryzowane histogramyl —umozliwia wykonanie histogramow dla skategoryzo-

wanych zmiennych.

|Skat. wykr. normalnoéci| —umozliwia wykonanie normalnych wykresow prawdopo-

dobienstwa dla skategoryzowanych zmiennych.
|Skat. wykr. normalnos$ci bez trendul —umozliwia wykonanie normalnych wykreséw

prawdopodobienstwa z eliminacja trendu liniowego dla skategoryzowanych zmiennych.
|Skat. wykresy rozrzutul —umozliwia wykonanie wykresow rozrzutu wraz z linig

regresji dla skategoryzowanych zmiennych.

W przypadku wyboru w polu Plik wejSciowy opcji Kazda zmienna zawiera dane
0 jednej grupie okno Testy dla prob niezaleznych zostanie wy$wietlone w nastgpujacej
postaci (rys. 2.5).

E Testt dla prob niezaleznych (Grup)

Plik wejSciowy: |Kﬂ1"dﬂ zmienna zawiera dane o jednej grupie |z|| DK
2] Zmienne {grupy): Anuluj
) . Wi s || ow
Pierwsza lista: PROBAI
Druga lista: PROBAZ2 MNwazone
Testyt _Drllz'uimeniy
Wykres ramkowy ®AHW-1 ON-1

—Opcje o : .
Frzyjeto, ie kaida zmienna zawiera dane
O Pokaz dlugie nazwy zmiennych dla jednej grupy. Wezystkie zmienne

. . .. (grupy) 2 pierwsze| listy zostang pordwnane
Otest t z oddzielng oceng wariancji 2 kazdla zmisnna z drugisj listy.
O Test Levene'a jednorodnosci wariancji

O Browna i Forsythe'a jednorodnosci wariancji

Rys. 2.5. Okno Testy dla prob niezaleznych (opcja alternatywna)

Po wskazaniu zmiennych i ustawieniu odpowiednich opcji, obliczenie testéw realizuje
si¢ po nacis$nigciu przycisku lub przycisku OK.
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Przyktad 2.1

Przy badaniu stabilno$ci operacji obrobki tulejek na automacie tokarskim pobrano dwie
probki. Pierwszg w okresie poczatkowym 1 drugg po okreslonym czasie. W wyniku pomiaru
srednicy zewngtrznej tulejek w pierwszej probce uzyskano: 20,04; 20,05; 20,06; 19,98; 19,99;
20,06; 19,97; 19,96; 20,00; 20,02 mm. Srednice tulejek w drugiej probee byly nastepujace:
20,00; 20,05; 20,02; 20,04; 19,99; 20,08; 20,06; 20,10; 19,98; 20,06 mm. Zaktadajac, ze
zmiana warunkéw obrobki w ciggu odcinka czasu pomiedzy dwiema probkami nie ma
wplywu na wariancj¢ oraz ze $rednica tulejek ma rozklad normalny, sprawdzi¢ na poziomie
istotnosci a = 0,05, czy zaszta w tym czasie zmiana nastawienia obrabiarki.
Rozwigzanie

Nalezy zweryfikowaé hipotezg Hy: p; = y, przy hipotezie alternatywnej Hj: py # pp .
Poniewaz nie wiemy, czy spetniony jest warunek jednorodno$ci wariancji w obu populacjach,
wykonamy wstepnie obliczenia przyjmujac, ze jest on spetniony. Wyniki obliczen przedsta-
wiono w tabeli 2.2.

Tabela 2.2
Wiyniki obliczen testu dla prob niezaleznych
STAT. PODST. Testy dla prob niezaleznych (tulejki.sta)
STATYST. Uwaga: Zmienne traktowane sg jako niezalezne proby.
Grupa 1 vs. Grupa 2 Srednia Srednia t df P Nwaznych
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 1
PROBAI1 vs.PROBA2 20,01300 | 20,03800 | —1,43885 18 ,167355 10

STAT. PODST. Testy dla prob niezaleznych (tulejki.sta)
STATYST. Uwaga: Zmienne traktowane sg jako niezalezne proby.
Grupa 1 vs. Grupa 2 Nwaznych | Odch.Std | Odch.Std prop.F p

Grupa 2 Grupa 1 Grupa 2 warianc. warianc.
PROBAI1 vs.PROBA2 10 ,038020 ,039665 | 1,088394 | ,901662

Na poczatku analizy wynikow sprawdza sig, czy spetniony jest warunek jednorodno$ci
wariancji, czyli weryfikuje si¢ hipoteze zerowa Hy: 6,> = o,° przeciw hipotezie alternatywnej
Hi:6,” < 5" . Obliczona warto$é statystyki F = 1,088394 jest mniejsza od wartosci krytycznej
Fo.0s. 9,9 = 3,18 (tablica II), nie nalezy do obszaru krytycznego; §wiadczy tez o tym, wartos§¢
poziomu prawdopodobienstwa p = 0,901662, ktora jest duzo wigksza od przyjetego poziomu
istotnosci a = 0,05, a wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o réwnosci
wariancji. Zatem do weryfikacji hipotezy zerowej o rownosci wartosci oczekiwanych w obu
populacjach mozna zastosowac test t. Obliczona warto$¢ statystyki testowej t = —1,43885 1 jej
bezwzgledna warto$¢ jest mniejsza od wartosci krytycznej too7s. 13 = 2,10 (tablica 1), a wiec
statystyka testowa nie nalezy do obszaru krytycznego W, € (— o, —2,10) U (+2,10, + o0) i nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Swiadczy tez o tym warto$¢ poziomu
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prawdopodobienstwa p = 0,167355, ktora jest wigksza od przyjetego poziomu istotnosci testu
a = 0,05.

Uwaga! W arkuszu wynikéw kolorem czerwonym zaznaczane sq wyniki istotne statystycznie,
to jest te, dla ktorych poziom prawdopodobienstwa p jest mniejszy od wartosci 0,05
(domysine ustawienie poziomu istotnosci). Wartosci poziomu prawdopodobienstwa obliczane
sq przy zatozeniu, ze hipotezq alternatywnq jest hipoteza H;: p; # iz i tylko w tym przypadku
mozna przy podejmowaniu decyzji postugiwac sie wartosciami p. W przypadku innych hipotez
alternatywnych nalezy korzysta¢ tylko z obliczowych wartosci statystyk testowych i poréwny-
wac je z wartosciami krytycznymi odczytanymi z odpowiednich tablic statystycznych. Gdy nie
jest spelniony warunek rownosci wariancji, stosowany jest test Cochrana-Coxa, ktérego
statystyka testowa w arkuszu wynikow jest oznaczona literq t, identycznie jak przy tescie t,
lecz nie ma ona rozktadu t-Studenta, i wartosci krytyczne nalezy odczytywac z innych tablic

statystycznych.

2.3.2. Test t dla prob zaleznych

Po wybraniu procedury Testy t dla prob zaleinych otworzy si¢ okno przedstawione na
rys. 2.6.

E Testy t dla prob zaleznych (skorelowanych)

] Zmienne: 0K
Pierwsza PROBAI1 Anuluj
Druga lista: PROBAZ
Testyt Wykresy ramkowe fr 5 o W

—Wyniki OWazone

@ Macierz testow t (Srednie. roznice) momenty

(O Szczegolowa tabela wynikow DF =

O Usuwanie BD przypadkami

OO Pokaz dlugie nazwy zmiennych

Rys. 2.6. Okno Testy t dla prob zaleznych

Wyboru zmiennych do analizy dokonuje si¢ po nacisnigciu przycisku . Dane
w arkuszu danych powinny by¢ rozmieszczone w ten sposob, ze kazda zmienna jest
w oddzielnej kolumnie. Zakres obliczen i format arkusza wynikow zalezy od ustawien
w polach Opcje i Wyniki. Znaczenie opcji w polu Opcje jest podobne jak we wczesniej
opisanych oknach dla préb niezaleznych. Natomiast opcje w polu Wyniki umozliwiaja:
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— Macierz testow t (Srednie, réznice) — tworzony jest cigg arkuszy wynikow.
W kazdym arkuszu wynikéw, dla kazdej pary wybranych zmiennych, podawane sg: réznice
$rednich, wartos$ci testu t 1 poziomy prawdopodobienstwa p;

— Szczegolowa tabela wynikéw — w pojedynczym arkuszu wynikéw podawana jest
szczegbtowa tabela wynikow, w ktorej dla kazdej pary zmiennych podawane sa: liczebnosci
grup roznice Srednich, odchylenie standardowe rdéznic, wartosci testu t, stopnie swobody
statystyki t oraz poziom prawdopodobienstwa p.

Przyktad 2.2
Dla poréwnania dwdoch mikrometréw wykonano pomiary 9. ptytek. Wyniki pomiaréw
przedstawiono w tabeli ponize;.

Nr phytki 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Wynik pomiaru 3,89 591 7,93 9,83 12,96 | 15,99 | 18,85 | 21,90 | 24,78
I mikrometrem

Wynik pomiaru 3,90 5,88 7,90 9,79 12,90 | 15,97 | 18,86 | 21,88 | 24,76
II mikrometrem

Zaktadajac, ze wyniki pomiar6w maja rozktad normalny, zweryfikowa¢ na poziomie
istotno$ci o = 0,05 hipoteze zerowa, ze $rednie wskazania obu mikrometrow sa jednakowe
Ho: i = W, przy hipotezie alternatywnej, ze wskazania mikrometréw r6znia si¢ Hj: p # W, .
Rozwigzanie

Po wprowadzeniu danych do arkusza danych (w dwoéch kolumnach) wybieramy
procedure Test t dla prob zaleinych w module Podstawowe statystyki. Po wskazaniu
zmiennych do analizy i1 naci$nigciu przycisku otrzymuje si¢ wyniki przedstawione w
tabeli 2.3.

Tabela 2.3
Wyniki testu dla prob zaleznych
STAT. Test T dla préb zaleznych (tulejki.sta)
PODST. Zaznaczone roznice sg istotne z p <,05000
Od.std
Zmienna Srednia Od.std. N Roéznica | Roznica t df p
MIKRM_I 13,56000 | 7,308678
MIKRM_II 13,53778 |7,310422 9 ,022222 | ,022236 | 2,998127 8 ,017120

Obliczona wartos¢ statystyki t = 2,998127. Ze wzgledu na hipotezg alternatywng Hy: p; # po,
obszarem krytycznym jest przedzial (— oo, —2,262) U (+2,262, + o0). Statystyka testowa nalezy
do obszaru krytycznego, a wiec nalezy odrzucié, na poziomie istotnosci o = 0,05, hipoteze
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zerowa o jednakowych wskazaniach mikrometrow na korzy$¢ hipotezy alternatywne;j.
Swiadczy tez o tym warto$é poziomu prawdopodobiefistwa p = 0,01712, ktéra jest mniejsza
od przyjetego poziomu istotnosci o = 0,05.
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3. BADANIE ZGODNOSCI ROZKLADU ZMIENNEJ LOSOWE]
Z ROZKLADEM TEORETYCZNYM

3.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ ze sposobami weryfikacji hipotezy o zgodnosci
rozktadu zmiennej losowej z proponowanym rozktadem teoretycznym (modelem rozktadu).

3.2. Opis metody

Wielokrotnie w analizie statystycznej zaktada si¢, ze zmienne losowe (badane cechy)
majg pewne rozklady np. normalne, Poissona czy inne. Powstaje, zatem pytanie, czy takie
zatozenie jest zgodne z rzeczywistoscig. Aby to sprawdzi¢ dokonuje si¢ obserwacji badane;j
cechy (pobiera probe losowa) i poréwnuje rozktad obserwacji zawartych w probie z pewnym
teoretycznym rozktadem, ktéry to rozktad mozna uwazac za proponowang hipoteze zerows.
Hipoteza zerowa moze by¢ postawiona w rdznej postaci, np.:

Hy: zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach p =510 =0,5
lub Hy: zmienna losowa X jest zmienng Poissona o parametrze A = 5
lub przy braku konkretnej wartos$ci parametru

Hy: zmienna losowa X podlega rozktadowi wyktadniczemu.
Hipoteza alternatywna okres$lajaca, ze zmienna nie jest taka jak zada hipoteza zerowa Hy, jest
najczesciej bardzo ztozona. Na przyktad, jesli X nie jest zmienng losowa o rozktadzie
N(5, 0,5), to moze mie¢ rozktad N(10, 0,5) lub N(5, 0,3) lub N(15, 0,4) lub moze w ogole nie
mie¢ rozktadu normalnego, moze mie¢ rozktad logarytmo-normalny lub gamma lub dowolny
z nieskonczenie wielu, nazwanych lub bez nazwy, cigglych, dyskretnych lub mieszanych,
réznorodnych rozkladow.

3.2.1. Porownanie ksztaltow histogramow

Najprostszym sposobem oceny zgodno$ci rozkladu obserwacji proby z rozktadem
hipotetycznym jest wizualne porOwnanie histogramu czestosci z funkcja gestosci lub
histogramu skumulowanej czestosci z dystrybuanta. Poréwnanie wizualne pozwala na
natychmiastowe oszacowanie blisko$ci rozktadu danych zaobserwowanych z rozktadem hipo-
tetycznym oraz dostarcza cennych informacji o obszarach niezgodnosci.

3.2.1.1. Poréwnanie histogramu czestosci z funkcja gestosci

Z powodu koniecznos$ci grupowania danych w klasach, potrzebnych dla zbudowania
histogramu, najczesciej istotne cechy prawdziwych koncoéw rozktadu nie sg przedstawiane na
wykresie 1 ulegajg zatraceniu. Wybor wezszych przedziatow klasowych zwigksza czytelnos¢
wykresow, ale mniejsza liczba obserwacji w klasach powoduje wieksze zmiany w wysokosci



stupkow. Nalezy, zatem odpowiedzie¢ na pytanie, czy obserwowana zgodnos$¢ jest wy-
starczajagca czy tez nalezy zada¢ zgodnosci $ciSlejszej lub inaczej mowiac, czy ksztalt
histogramu czestosci istotnie rozni si¢ od ksztaltu proponowanej funkcji gestosci ? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie nalezy doktadniej zrozumie¢ histogram. Majac dany rzeczywisty
rozktad zmiennej losowej i zbior przedziatéw klasowych, obserwowane czgsto$ci w prze-
dziatach klasowych sg zmiennymi losowymi, wprost proporcjonalnymi do liczby obserwacji z
proby nalezacych do tych przedziatdow. Liczby te sa zmiennymi losowymi o lacznym
rozktadzie wielomianowym. Dla ustalonej liczby klas k, wzrost liczebno$ci n proby moze
uczyni¢ zgodno$¢ histogramu czestosci z funkcjg gestosci niemal pewng. Z drugiej strony,
zmniejszenie liczby klas k da ten sam efekt. Jednak w tej sytuacji wiele r6znych modeli
rozktadu bedzie miato niemal identyczng zgodno$¢. Ta niejednoznaczno$¢ moze by¢
zmniejszona 1 ksztalt wlasciwego rozktadu doktadniej wyznaczony, tylko przez zastosowanie
wiekszej liczby klas k, ale wiaze si¢ to z wigkszg zmiennoscig w obserwowanych wartosciach
czestosci w poszczeg6lnych klasach konkretnego histogramu. Duza zgodno$¢ nie jest w tym
przypadku mozliwa i dlatego jest mato prawdopodobne, aby mozna bylo znalezé wyrazne
wizualne potwierdzenie swojego rozktadu w danych. Zatem poréwnujac ksztatt histogramu
czestosci danych z funkcja gestosci rozktadu hipotetycznego, nalezy tak wybraé liczbe klas
histogramu, aby wyposrodkowa¢ miedzy wigksza niejednoznaczno$cia a wieksza
zmienno$cig. Wiec jezeli uzasadnia si¢ adekwatno$¢ swojego rozkltadu na podstawie
wizualnego porownania, to trzeba pamigtac, ze jesli przyjmie si¢ matg liczbe klas, to inne
rozktady bgda miaty tez prawie identyczng zgodnos$¢, a jesli wybierze si¢ zbyt duzg liczbe
klas, to duze podobienstwo ksztattow bedzie mato prawdopodobne.

3.2.1.2. Poréwnanie histogramu skumulowanej czestosci z dystrybuanta

Zamiast porownywac zaobserwowany histogram czestosci danych z funkcjg gestosci,
mozna porownywac histogram skumulowanej czestosci (dystrybuante empiryczna) z wykre-
sem dystrybuanty. Poréwnanie ksztattu histogramu skumulowanej czestosci z dystrybuanta
ma wyrazng przewage nad porownaniem histogramu czestosci z funkcjg gestosci. W tym
przypadku znacznie zmniejsza si¢ niejednoznacznos¢ i zmienno$¢ histogramu zwigzana z
koniecznos$cig grupowania danych. Nalezy jednak pamigta¢, Ze mozna oczekiwa¢ zmiennos$ci
histogramu skumulowanej czestosci w stosunku do dystrybuanty, nawet wtedy, gdy dane
maja rozktad okreslony tg dystrybuanta oraz Ze inne prawo probabilistyczne moze rzadzi¢
generowaniem danych nawet, jesli wydaja si¢ one zgodne z proponowanym rozktadem.

W praktyce poréwnywanie wykresOw moze by¢ uproszczone przez zmiang skali, to jest
dzigki specjalnie wykonanej siatce zwanej siatka prawdopodobienstwa. Skale na osiach
wspotrzednych siatki sg tak dobrane, ze wykres dystrybuanty odpowiedniego hipotetycznego
rozkladu jest linig prosta. Przy uzyciu takiej siatki poréwnanie hipotetycznego rozktadu
z danymi sprowadza si¢ do poréwnania skumulowanych czgstosci tych danych (wykreslonych
na tej siatce) z linig prosta.
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3.2.2. Testy zgodnosci

Dotychczas oceniano zgodno$¢ rozkltadu obserwowanych danych z rozktadem teore-
tycznym na podstawie wykreséw. Jest to jednak ocena subiektywna zalezna od oceniajacego.
Bardziej obiektywne sg oceny ilosciowe zgodno$ci na podstawie testow statystycznych.
Opracowano wiele testow, ktore mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej nalezg testy,
ktéore moga by¢ stosowane dla dowolnego hipotetycznego rozktadu. Najbardziej roz-
powszechnione sg w tej grupie dwa testy: test chi-kwadrat i test Kotmogorowa. Do drugie;j
grupy naleza testy bardziej specjalistyczne shuzace do badania zgodnos$ci z konkretnym
rozktadem hipotetycznym. Najliczniejsza grupg stanowig tu testy normalnosci, czyli testy
badajace zgodnos$¢ rozktadu zmiennej losowej z rozkladem normalnym. Ws$rod nich
najczesciej stosowane sg: test Shapiro-Wilka i test Lillieforsa.

3.2.2.1. Test chi—-kwadrat (xz)

Jest to najbardziej rozpowszechniony test opracowany przez Karla Pearsona. Hipo-
tetyczny rozktad zmiennej losowej X moze by¢ dowolnym rozktadem i dotyczy¢ zardwno
zmiennej losowej ciaglej, jaki i skokowej. Hipoteza zerowa bedzie miata postac:

Ho: zmienna losowa X ma rozklad okreslony funkcja gestosci f(x), przy hipotezie
alternatywnej, ze rozklad zmiennej X jest inny niz to okresla hipoteza zerowa.

Test %*> wykonuje si¢ w nastepujacy sposob. Dokonuje si¢ n obserwacji zmiennej
losowej X. Otrzymany zakres zmiennosci zaobserwowanych wartosci dzieli si¢ na k klas.
Oblicza si¢ liczbe obserwacji n; nalezacych do kazdej klasy. Jezeli hipoteza zerowa jest
prawdziwa, mozna oczekiwac, ze liczba obserwacji w kazdej klasie powinna wynosi¢ np;.
Liczby pi sa prawdopodobienstwami zaobserwowania zmiennej X w i-tej klasie 1 mogg by¢
obliczone z wzoru:

= [ fxyax. 3.1
A

Poréwnujac liczebno$ci zaobserwowane z teoretycznymi otrzymuje si¢ statystyke testowa:

k 2

”*Pz

Statystyka ta posiada asymptotycznie (tzn. dla n — o) rozklad y* z liczba stopni swobody
k — 1. Rzadko jednak zdarza si¢, ze mozna postawi¢ hipoteze zerowa, w ktorej podaje si¢
warto$ci parametrow rozktadu. Najczesciej w hipotezie zerowej podaje si¢ typ rozkladu
zmiennej, a warto$ci parametréw musza by¢ oszacowane na podstawie zebranych obserwacji
(proby). W tym przypadku liczbe stopni swobody statystyki x* zmniejsza sie o liczbe
estymowanych parametréw. Zatem liczba stopni swobody statystyki ¥ jest réwna k—r— 1,
gdzie r oznacza liczbg oszacowanych parametrow na podstawie zaobserwowanych danych.
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Podzial zakresu zaobserwowanych warto$ci zmiennej pomiedzy poszczegédlne klasy
nalezy wykona¢ w ten sposob, aby liczba obserwacji n; w kazdej klasie byta dostatecznie duza
tak, aby rozktad statystyki %* mozna bylo rozpatrywa¢ jako rozkltad x* . Z drugiej strony liczba
klas powinna by¢ dostatecznie duza, aby dobrze odzwierciedlata funkcje gestosci f(x) . Jako
"zloty Srodek" przyjmuje si¢ zwykle, ze n; powinno by¢, co najmniej rowne 5. W praktyce
przyjmuje si¢, ze jezeli parametry rozktadu ocenia si¢ na podstawie proby, to liczebno$¢ proby
powinna wynosi¢, co najmniej 100, a liczba klas od 10 do 25. Dla rozktadu normalnego, gdy
parametry rozktadu sa znane, liczba klas moze by¢ zmniejszona, ale powinna wynosi¢ od 5 do
10. Nastgpnie wybiera si¢ poziom istotnosci o, oblicza warto$¢ statystyki i porownuje ja
z warto$cia  krytyczna y%. 11 dla k-r—1 stopni swobody. Jezeli zachodzi nieréwnosé
%* > %%a ket to hipoteze zerowa nalezy odrzucié. W przeciwnym przypadku wnioskuje sie, ze
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

3.2.2.2. Test Kolmogorowa

Przyjmuje si¢, ze zmienna losowa X typu ciaglego ma rozklad okre§lony dystrybuantg
F(x). Pobrang probe porzadkuje si¢ w ciggu niemalejacym i1 wyznacza dystrybuantg
empiryczng F,(x). Statystyka testowg testu jest:

D, = max [| F(x) = F,(x)]. (3.3)

Statystyka ta przy prawdziwosci hipotezy zerowej ma rozktad Kolmogorowa, ktoérego
jedynym parametrem jest liczebnos$¢ proby. Przyjmujac wartos¢ poziomu istotnosci a, z tablic
wartosci krytycznych rozktadu Kotlmogorowa odczytuje si¢ warto$¢ krytyczng D . Jezeli
D, > Dy, n, to hipoteze zerowa odrzuca si¢ na poziomie istotnosci o. Przewaga testu
Kotmogorowa nad testem y” polega na tym, Ze nie wymaga on taczenia danych w grupy i po-
rownywania oddzielnych klas, ale poréwnuje wszystkie dane w niezmienionej postaci, a przez
to jest niewrazliwy na dzialanie skrajnych, mato licznych klas. Test zgodnosci Kolmogorowa
moze by¢ stosowany dla prob o matej licznos¢ (dla n > 5), ale tylko wtedy, gdy hipotetyczny
rozklad jest przyjmowany catkowicie niezaleznie od danych, tzn. nie zachodzi koniecznosé¢
szacowania parametrow rozktadu na podstawie probki. W przypadku, gdy wartosci parametréw
rozktadu hipotetycznego sa estymowane z proby, liczebno$¢ probki powinna wynosi¢, co
najmniej 100, 1 wowczas mozna stosowac test graniczny A—Kolmogorowa.

3.2.2.3. Test normalnosci Lillieforsa

Test ten stuzy do weryfikacji hipotezy zerowej, ze zmienna losowa X ma rozktad
normalny N(u, o) . Jezeli parametry tego rozktadu sg znane, to do weryfikacji hipotezy
zerowej mozna stosowac opisany wczesniej test Kotmogorowa. Jezeli za$ parametry te nie s
znane to nalezy stosowa¢ zmodyfikowany test Kotmogorowa znany pod nazwg testu
Lillieforsa. Statystyka tego testu jest taka sama jak testu Kotmogorowa, z tym, ze do
wyznaczenia hipotetycznej dystrybuanty F(x) wykorzystuje sie oceny x i s° nieznanych
parametrow rozkladu normalnego. Otrzymang wartos¢ statystyki testowej D, porownuje si¢
ze zmodyfikowanymi warto$ciami krytycznymi testu Kolmogorowa.

34



3.2.2.4. Test normalnos$ci Shapiro-Wilka

Drugim testem do weryfikacji hipotezy o normalno$ci rozkladu zmiennej losowej,
w przypadku, gdy nieznane sg parametry rozktadu hipotetycznego, jest test Shapiro-Wilka.
Pobrang prébe nalezy uporzadkowac niemalejgco 1 obliczy¢ statystyke testowa:

/ 2
(Z A; (X1 — X )j
W= izl
Z (xi -X )2
i=1

gdzie a; , s specjalnymi wspotczynnikami oraz 1 =n/2, dla n parzystychil=(n—1)/2, dlan
nieparzystych.

W zaleznosci od przyjetego poziomu istotnosci o i licznosci probki n nalezy odczytad
z tablic wartos$ci krytycznych testu Shapiro-Wilka warto$¢ krytyczng Wy, , . Jezeli W < W 4
to hipoteze o normalnosci rozktadu zmiennej losowej X nalezy odrzucic.

(3.4)

3.3. Obliczenia programem STATISTICA

3.3.1. Testy ogdlne

W programie STATISTICA do weryfikacji hipotezy o zgodno$ci rozkitadu badanej
zmiennej losowej z proponowanym rozkladem teoretycznym stuzy modut Statystyki
nieparametryczne/Rozktady. Po zaznaczeniu opcji Dopasowanie rozkladéw otwiera si¢
okno przedstawione na rys. 3.1. Mozliwe jest badanie zgodnosci rozktadu zmiennej losowej
z kazdym z wymienionych rozktadéw teoretycznych dla zmiennej losowej ciaglej lub
dyskretnej po wyborze odpowiedniego rozktadu teoretycznego i naci$nigciu przycisku OK.

Dopaszowame rozkkadu HEZ
[z==2]
(O Statystyki nieparametiyczne @Qﬂpasuwanie rozkkadu; | Ok |
Anuluj
Rozktady ciagle: | |
@ MHormalny |hine dopazowania =3
w (1] Analizie
|: Prostokatny pru:_u:esuf!w [hp. met. _
Q Wykkadniczy najw. wiarygodnogci
G dla rozkt. ‘Weibulla,
I_ amma wart, ekstremalne],
|._ Lognormalny beta). (2] W}'l;f?@':h-
B statpstycznyc
| Chi-kwadrat (ke PP KK, (3]
[ Inne ... Apalizie przegycia
—_——————— Mweibulla, Gompertza
Rozkrady dyskretne: dla prab ucigtych
- “cenzoned”].
|L|||,_ Dwumianowy
|... Poizsona =
I_ |[E’ Otwarz ganel
||||,_ Geometryczny
m Bernoulliego |SI':EHLSE-EST E | |1EI‘ ﬂl

Rys. 3.1. Okno Dopasowanie rozktadu
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W tabeli 3.1 przedstawiono ogolng charakterystyke proponowanych rozktadéw teore-

tycznych.

Podstawowe informacje o rozktadach

Tabela 3.1

Nazwa rozkladu Parametry rozktadu Typ zmiennej
Normalny warto$¢ oczekiwana (Srednia) p ciagla
wariancja o” —0<X<+®
Prostokatny dolna granica a ciagla
gbrna granica b a<x<b
srednia liczebno§¢
Wyktadniczy lambda ciggla
x>0
Gamma parametr ksztaltu a ciagla
parametr skali B x>0
Lognormalny warto$¢ oczekiwana ($rednia) piynx ciggla
(logarytmo normalny) wariancja 7 inx x>0
Chi—kwadrat liczba stopni swobody ciagla
x>0
Dwumianowy liczno$¢ probki n dyskretna
prawdopodobienstwo p x=0,1,2,..,n
Poissona lammda dyskretna
x=0,1,2,...,n
Geometryczny prawdopodobienstwo p dyskretna
x=1,2, ..
Bernoulliego prawdopodobienstwo p dyskretna
(zero — jedynkowy) x=0lubx=1

Po wybraniu jednego z wyzej podanych rozktadéw teoretycznych otwiera si¢ kolejne okno,

ktére przedstawiono na rys. 3.2.

Dopasowywanie rozkladu ciaglego

Rozktad: | Gamma

|G Preypizanie wartofci do
E| kategori nastepuie w oparciu o | [

£ Zmvomna] 1

Liczba kategorii:
Dolna granica:

Gorma granica: |95,

Parametr skali:

pienwzze 6 cyff znaczacych.
Standardowe tabele licznogci
mozha obliczys w madule
STATYSTYEI PODSTAWOWE.

SELECT
thses £ &’ w

H E

1]

Il

E —wWykres

Wykres |
—Wykres rozkladu

36

(¥ Rozktad liczebnosci

20524697 ) Dystivbuanta

Parametr ksztattu:

=
7.1431002 E

i

Test Kolmogorowa-Smirnowa

—wWykres liczebnosgci lub % —

O HMie oL -
) Tak [skategoryzowany] L!-::zehr:usc:l
@ Tak [ciagty) @®Lzestosci (X

Rys. 3.2. Okno Dopasowanie rozktadu po wskazaniu rozktadu teoretycznego



Po nacisnieciu przycisku , wskazuje si¢ zmienng dla ktérej ma by¢ dopa-
sowany rozktad teoretyczny. Na podstawie danych z proby estymowane sg parametry wy-
branego rozktadu teoretycznego i wyswietlane jako wartosci domyslne. Opracowujacy wyniki
ma jednak mozliwo$¢ ich zmiany 1 wprowadzania wlasnych warto$ci. Mozna tez wybra¢ inny
rozktad teoretyczny w polu Rozklad, dla tego samego typu zmiennej (ciggta lub dyskretna).
Program oblicza domyS$lnie warto$¢ statystyki chi—kwadrat, a statystyk¢ Kolmogorowa
w zaleznosci od zaznaczonej opcji w polu Test Kolmogorowa — Smirnowa. Mozliwe sa trzy
ustawienia:

— Nie — nie jest obliczana statystyka Kotmogorowa;

— Tak (skategoryzowany) — statystyka Kolmogorowa obliczana jest w oparciu o dane
skategoryzowane, jest to szybsza metoda obliczen i jest zalecana dla duzej liczby danych,
wymaga jednak wczesniejszej kategoryzacji zebranych danych;

— Tak (ciagly) — statystyka Kotmogorowa obliczana jest w oparciu o dane surowe, nie
sg one wczesniej kategoryzowane.

Wyniki obliczen moga by¢ przedstawione w postaci tabeli liczebno$ci, po naci$nigciu
przycisku OK lub w postaci histogramu po naci$nigciu przycisku . Sposéb obliczenia
liczebnosci bedzie zalezal od ustawienia wartosci w polach: Liczba kategorii, Dolna granica
i Gorna granica. Program wyswietla domys$lne wartosci liczby klas oraz dolng i goérna
granice klas skrajnych okreslonych na podstawie wprowadzonych danych. Prowadzacy
obliczenia moze zmienia¢ te wartosci wpltywajac tym samym na postaé tabeli liczebnosci
i histogramu. Sposéb przedstawienia histogramu bedzie zalezal od ustawien opcji w polu
WyKkres:

— Rozklad liczebnosci — histogram przedstawiany jest w postaci histogramu liczebnosci
lub histogramu czesto$ci, zaleznie od wybranej opcji w polu Wykres liczebnosci lub %;

— Dystrybuanta — histogram przedstawiany jest w postaci histogramu skumulowane;j
liczebno$ci lub histogramu skumulowanej czestosci, zaleznie od wybranej opcji w polu
Wykres liczebnosci lub %;

— Liczebnos$ci — histogram przedstawiany jest w postaci histogramu liczebnosci lub
histogramu skumulowanej liczebnosci, zaleznie od opcji wybranej w polu Wykres rozkladu;

— CzestosSci % — histogram przedstawiany jest w postaci histogramu czgstosci lub
histogramu skumulowane;j czesto$ci, zaleznie od wybranej opcji w polu Wykres rozkladu.

Przyktad 3.1

W wyniku badan eksploatacyjnych narzynek uzyskano nastgpujace okresy trwatosci:
4,0; 4,8; 4,8; 4,9; 5,0; 6,4; 8,3; 18,5; 18,5; 19,2; 8,6; 8,9; 9,2; 9,7; 10,0; 12,4; 13,4; 14,2; 14,6;
14,6; 22.,4; 24,2; 25,2; 25,5; 16,52; 16,81; 17,30 17,8; 25,6; 25,7; 28,0; 31,0 31,3; 43,8; 47,0;
46,0; 36,0; 45,0; 32,0; 29,0; 27,0; 26,0; 24,0; 23,0; 19,0; 18,0; 17,5; 16,0; 15,0; 14,0; 14,5;
13,0; 12,0; 11,0; 10,4; 10,2; 9,5; 9,0; 8,5; 8,0; 7,9; 7.5; 6.8; 6,2; 6,3; 4,8; 4,7; 4,85; 4,6; 4,5;
4,2;3,5;2,0; 7,5, 6,9; 9,5; 11,3; 13,4; 14,2; 15,7; 15,8; 13,5; 23,5; 20,0; 21,0; 37,0. 1,3; 1,6;
2,2:2,4;3,3;3,6;6,44; 6,5;,7,0; 7,7; 10,5; 10,6; 11,6; 12,4 min.

Na poziomie istotnosci a = 0,05 zweryfikowac hipoteze, ze rozktad okreséw trwatosci
jest rozkladem gamma.
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Rozwigzanie
W zadaniu obserwowany jest okres trwatosci narzynek, ktory jest zmienng losowa. Nalezy
sprawdzi¢ hipotezg zerowa

Hy: zmienna X ma rozktad gamma,
przy czym nie sg znane parametry hipotetycznego rozktadu. W celu weryfikacji hipotezy
zastosujemy test chi-kwadrat 1 test Kolmogorowa.

Dane z przyktadu zostaty zapisane w jednej kolumnie oznaczonej T1 w pliku
narzynki.sta. W celu obliczenia warto$ci statystyk uruchamia si¢ modut Statystyki
nieparametryczne/ Rozklady 1 wybiera opcj¢ Dopasowanie rozkladow . W otwartym oknie
wskazuje si¢ typ rozkladu Gamma i potwierdza wybor przyciskiem OK. Nastepnie naciska
si¢ przycisk i wskazuje zmienng do analizy. Na podstawie wprowadzonych danych
zostaja oszacowane parametry hipotetycznego rozkladu gamma: parametr skali = 7,1431002
oraz parametr ksztattu o =2,0524697. W ten sposob zostat doktadnie okreslony rozktad
hipotetyczny 1 mozna przystapi¢ do weryfikacji hipotezy zerowej. W oknie Test
Kolmogorowa—Smirnowa zaznacza si¢ opcj¢ Tak(ciagly) naciska przycisk OK i otrzymuje
si¢ wyniki w postaci tabeli liczebnosci z podanymi warto$ciami statystyk (tabela 3.2).

Tabela 3.2
Wyniki testu chi-kwadrat i Kolmogorowa

STAT. Zmienna T1 / rozktad Gamma (narzynki.sta)

STATYST | d Kolmogorowa — Smirnowa=,0450229, p n.i.

NIEPAR. |Chi—kwadrat : 3,804327, df =4, p =,4331497 (df popraw.)

Gorna obserw. |[skuml. |procent |skumul. oczekiw. | skumul. procent skumul. obsew. —

granica liczno$¢ | obserw. |obserw. | % obserw. |liczno$¢ |oczekiw. |oczekiw. |% oczekiw.

oczekiw.

<= 5 19 19 19,00 19,00 |14,49771 | 14,4977 | 14,49771 | 14,4977 | 4,50229
10, 23 42 23,00 42,00 |24,69882 | 39,1965 |24,69882 | 39,1965 |—1,69882
15, 21 63 21,00 63,00 |21,33746| 60,5340 |21,33746 | 60,5340 | —33746
20, 14 77 14,00 77,00 |15,20356 | 75,7375 | 15,20356 | 75,7375 |—1,20356
25, 6 83 6,00 83,00 9,87398 | 85,6115 | 9,87398 | 85,6115 |-3,87398
30, 8 91 8,00 91,00 6,07133 | 91,6829 | 6,07133 | 91,6829 | 1,92867
35, 3 94 3,00 94,00 3,60067 | 95,2835 | 3,60067 | 95,2835 | —,60067
40, 2 96 2,00 96,00 2,08131 | 97,3649 | 2,08131 | 97,3649 | —08131
45, 2 98 2,00 98,00 1,18023 | 98,5451 | 1,18023 | 98,5451 | ,81977
50, 2 100 2,00 100,00 ,65938 | 99,2045 | ,65938 | 99,2045 | 1,34062

Niesk. 0 100 0,00 100,00 ,79554 | 100,000 | ,79554 | 100,000 | — 79554

Dla lepszego zobrazowania rozkladu mozna zaobserwowane dane przedstawic

w postaci histogramu czestosci z wykreslong funkcja gestosci rozktadu gamma. W tym celu
nalezy nacisna¢ na przycisk 1 otrzyma si¢ wykres przedstawiony na rys. 3.3.
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Rys. 3.3. Funkcja gestosci rozktadu gamma z parametrami o = 2,0524697 i B = 7,1431002 na tle

histogramu czgstoSci okresow trwatosci narzynek

Otrzymana warto$¢ statystyki y” = 3,804327 nie przekracza wartosci krytycznej roz-
ktadu 7 ktéra dla 4 stopni swobody na poziomie istotnosci o = 0,05 wynosi %%, 4 = 9,488
(tablica III), nie ma wigc podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Ten sam wniosek mozna
wyciagna¢ na podstawie obliczonej wartosci poziomu istotnosci p = 0,4331497 dla uzyskanej
warto$ci statystyki 7, ktora to wartosé p jest wicksza od przyjetego poziomu istotnosci o, a
wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Podobnie warto$¢ statystyki testowej D, = 0,0450229 testu Kolmogorowa jest mniejsza
od wartosci krytycznej testu Kotmogorowa, ktora dla proby o liczebnosci n = 100 wynosi
Dy, n=0,136 (tablica 1V), a wigc ten test tez wskazuje, ze nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. Prawdopodobienstwo p nie odrzucania hipotezy zerowej okreslone jest jako
n.i., co oznacza nie istotny, a wigc warto$¢ statystyki D, jest nieistotna. Wnioskiem
koncowym moze by¢ stwierdzenie, ze rozklad okresu trwato$ci narzynek moze by¢ opisany
rozktadem gamma o wyzej obliczonych parametrach.

Nalezy tu podkresli¢, ze gdyby postawiono hipoteze zerowa, ze badana zmienna ma
rozktad logarytmo—normalny lub dowolny inny z mozliwych do wyboru, to koncowy wniosek
réwnie dobrze mogltby by¢ taki sam; nie odrzuca¢ hipotezy zerowej. Wynika to z faktu, ze test
zgodnosci nie stluzy do rozrozniania dwoch lub wiecej rozktadow lub pomocy w wyborze
najlepszego rozktadu sposrod zaproponowanych. Celem tego testu jest tylko odpowiedz na
pytanie; Czy mozna przyjac rozklad, ktéry sktonny jestem uzna¢ za wtasciwy lub czy dane sa
na tyle niezgodne z proponowanym rozkltadem, ze musz¢ go odrzuci¢ ?
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3.3.2. Testy normalnosci

Testy normalnos$ci znajduja si¢ w procedurze Tabele liczebnosci modutu Podstawowe
statystyki, ktorej okno zostalo szczegdtowo opisane w rozdziale 1.4.

Przyktad 3.2

Zmierzono srednice 10., wylosowanych z dostarczonej partii, rur i otrzymano naste-
pujace wyniki: 50,0; 50,2; 50,1; 49,8; 50,3; 50,3; 50,1; 50,0; 50,2; 49,9 mm. Sprawdzi¢ na
poziomie istotnosci a = 0,05, czy mozna $rednice rur traktowa¢ jako zmienng o rozktadzie
normalnym.
Rozwigzanie

Stawiamy hipotez¢ zerowa, Hp: X ma rozklad N(u, o) przy czym nie znamy
parametréw hipotetycznego rozktadu oraz dysponujemy probka o matej licznosci n = 10. W
celu weryfikacji hipotezy mozna zastosowac jeden z testow normalnosci: Lillieforsa lub
Shapiro—Wilka . Pokazemy jak przeprowadza si¢ weryfikacje hipotezy zerowej kazdym z
tych testow.
Uruchamia si¢ procedure Tabele liczebnosci i w polu Testy normalnoS$ci zaznacza si¢ opcje
test Lillieforsa nieznana Srednia / od. std. i test W Shapiro-Wilka. Po naci$nigciu przy-
cisku OK, otrzymuje si¢ wyniki przedstawione w tabeli 3.3.

Tabela 3.3
Wyniki testu Lilieforsa i Shapiro—Wilka
STAT. Test k — S, prawdop. Lilieforsa STAT. Test W Shapiro — Wilka
PODST. (Srednia i odch. std. wyznaczone z|PODST. (Srednia i odch. std. wyznaczone
STATYST. | danych) STATYST. |z danych)
Zmienne N maks D p Zmienne N W p
sred rur 10 ,145790 p>,20 sred rur 10 ,950668 ,660971

Otrzymano warto$ci statystyk testowych maks D oraz W dla testow Lillieforsa 1 Shapiro—
Wilka. Mamy tez podane prawdopodobienstwa p nie odrzucania hipotezy zerowej, gdy jest
ona prawdziwa. Poniewaz, wartosci tych prawdopodobienstw sa wysokie (odpowiednio, co
najmniej 0,20 1 0,660971) 1 przekraczajg warto$¢ przyjetego poziomu istotnosci a = 0,05, nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zatem rozklad $rednic rur moze by¢ traktowany
jako rozktad normalny o parametrach wyestymowanych na podstawie danych
u=50,090ic =0,16633.
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4. REGRESJA LINIOWA

4.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ ze sposobami okreslania zalezno$ci miedzy
zmienng zalezng 1 jedng lub wieloma zmiennymi niezaleznymi.

4.2. Wprowadzenie

W najprostszym przypadku model regresji okresla liniowa zalezno$¢ funkcyjng warto$ci
oczekiwanej ($redniej) zmiennej losowej Y od nielosowej zmiennej X, ktéora moze zmieniaé
si¢ z doswiadczenia na do$wiadczenie. Zalezno$¢ t¢ zapisuje si¢ wzorem:

EY|x)=a+fx. 4.1)

Powyzsze rdwnanie wyznacza lini¢ regresji populacji generalnej (rys. 4.1). Przyjmuje
si¢, ze przechodzi ona przez punkty, bedace warto§ciami wielu niezaleznych do§wiadczen,
ktérych wyniki yy, y, ..., yi reprezentujg realizacje zmiennych losowych Y, Yo, ..., Yi.

¥

X X5 X X

Rys. 4.1. Linia regresji populacji generalnej

W kazdym oddzielnym doswiadczeniu zmienna niezalezna x przyjmuje pewng warto$¢
Xi, @ zmienna losowa zalezna Y; warto$¢ y;. Mozna wigc, zalezno$¢ regresyjng przedstawi¢ w
postaci:

yv,=a+px, +¢, 4.2)



gdzie g; jest skladnikiem losowym o warto$ci oczekiwanej zero, nazywanym tez odchyleniem
losowym. Oprocz tego zaktada si¢, ze wszystkie wyniki doswiadczen y; sa niezalezne oraz
podlegaja rozktadowi normalnemu o pewnej nieznanej wartosci oczekiwanej E(Y) 1 pewnej
wariancji o> niezaleznej od wartosci zmiennej niezaleznej x.

W innej klasie zagadnien, zainteresowanie skupia si¢ na przewidywaniu wartosci jedne;j
zmiennej losowej Y, na podstawie obserwacji innej zmiennej losowej X. Przy liniowym
modelu zaleznosci, warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej Y pod warunkiem, ze X = x
jest funkcjg liniowg x:

EY|X=x)=a+fx. 4.3)

Dla pewnej warto$ci x zmiennej losowej X, zmienna losowa Y ma pewien warunkowy
rozktad wokot wartosci oczekiwanej 1 pewng warunkowa wariancje Gy2 . W wielu analizach
statystycznych zaktada si¢, ze ten warunkowy rozktad jest normalny o wariancji zaleznej od
konkretnej wartosci x . Je§li zmienne X i1 Y podlegaja pewnemu dwuwymiarowemu
rozkladowi normalnemu, to:

o,
E(Y|X:x):,uy+p6—‘(x—,ux). 4.4)

Latwo zauwazy¢, ze:
B=p(oy/ox) oraz o =py P py,
gdzie:
Ly 1 py — brzegowe wartos$ci oczekiwane zmiennych losowych X 1Y,
o« 1 oy — brzegowe odchylenia standardowe zmiennych losowych X 1Y,
p — wspdtczynnik korelacji migdzy zmiennymi losowymi X1 Y.

Zauwazmy, ze jezeli przyjmiemy, ze dla kazdego x; zmienne Y; s3 zmiennymi
losowymi o rozktadzie normalnym, o wartoSciach oczekiwanych a + S x; 1 statej wariancji
o’, to wowczas mozna takze zalozyé, ze odchylenia losowe & maja identyczny rozkiad
normalny N(0, ©) .

Z tego, ze X 1Y s3 zmiennymi losowymi wynika, Ze mozna rozpatrywac alternatywny
problem prognozy E(X |Y =y)=a + 8 y. Czy jest to celowe zalezy od tego w jaki sposob
zaleznos¢ bedzie wykorzystywana w praktyce. Czy bedzie si¢ prognozowac wartos¢ zmiennej
X majac dane wartosci Y =y, czy tez odwrotnie trzeba bedzie prognozowa¢ warto$¢ zmiennej
Y na podstawie X = x. Zalezno$¢ zmienne] losowe] X wzgledem zmiennej losowej Y jest
okreslona wzorem:

EX|Y=y)=u-+p

T (y-n). 4.5)
O-.V

Rownanie to, nie przedstawia tej samej prostej na wykresie, co zalezno$¢ okreslajaca

E(Y|X=x). Wspolczynnik nachylenia do osi x—6w, w tym przypadku, jest réwny
(1/p)*(cy / ox), a w poprzednio byl p*(cy/ o).

Rdznica w obu typach modeli zalezno$ci polega na interpretacji x ; czy przedstawia ona

soba, z gory okreslong warto$¢ deterministyczng, czy tez reprezentuje warto§¢ obserwowang

zmiennej losowej X. W kazdym przypadku podstawowym zatoZzeniem modelu jest fakt, ze dla
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danych liczb x warto$¢ oczekiwana E(Y) jest liniowa wzgledem x, a wigc rowna o + [ x.

W obu przypadkach moze by¢ stosowana do estymacji wspotczynnikéw zalezno$ci analiza
regresji, chociaz gdy X 1Y s3 zmiennymi losowymi, estymacja pigciu parametrow L, Ly, Ox,
oy 1 p rOwniez jest wlasciwa, i taka procedura nazywana jest statystyczng analiza korelacji.

Analiza regresji obejmuje zasadniczo dwie grupy zagadnien: estymacje wspol-
czynnikow zaleznosci 1 weryfikacje uzyskanej zaleznos$ci. W najprostszym modelu zaleznos$ci
liniowej estymacji podlegaja trzy parametry: wspotczynnik o, wspotczynnik kierunkowy 3
i wariancja o” . Natomiast przy weryfikacji zalezno$ci podstawowe pytanie brzmi, czy dane
wskazujg na istotng zalezno$¢ $redniej zmiennej losowej Y od zmiennej x? Czyli sprawdza
si¢ hipotezg zerowa Hy: B = 0. Jezeli zalezno$¢ okaze si¢ nieistotna, to model moze by¢
uproszczony przez pomini¢cie zmiennej x i traktowanie zmiennej Y jako zwyklej zmiennej
losowej. Podobnie moze by¢ sprawdzona hipoteza o nieistotno$ci wyrazu wolnego o =0 .

Naturalnie przy wigkszej liczbie zmiennych niezaleznych, model zaleznos$ci moze by¢
przedstawiony w postaci:

EY |X)=8,+08,x,+ 0, x, +...+ B, x,. (4.6)

Wéwezas metoda analizy statystycznej takiego modelu nosi nazwe analizy regresji wielo-
krotnej.

Kiedy w analizie regresji mowi si¢, ze model jest liniowy badz nieliniowy, odnosi si¢ to
do liniowosci lub nieliniowosci wzgledem wspdtczynnikow. Warto$¢ najwyzszej potegi
zmiennej niezaleznej modelu nazywa si¢ stopniem modelu. Na przyklad, zakladajac ze
zwigzek miedzy zmienng zalezng Y a zmienng niezalezng x jest w postaci modelu
nieliniowego multiplikatywnego:

Y=ax’¢, 4.7)

gdzie ¢ jest odchyleniem losowym. Wowczas poprzez logarytmowanie mozna przeksztatci¢
ten model do postaci liniowe;j:

nY=la+pBhx+he, (4.8)

1 analizowa¢ go przy uzyciu metod regresji liniowe;.
Podobnie model wykladniczy:

Y =exp(a + f x) przeksztalcasigdo nY =a+ f x, 4.9)

i model odwrotny:

Y =1/(ax + p x) przeksztatcasiedo 1/Y =a+ [ x. (4.10)
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4.3. Regresja jednej zmiennej niezaleznej

4.3.1. Opis metody

Powszechnie stosowang metoda estymacji wspdtczynnikdw o i B w modelu regresji
liniowej jest metoda najmniejszych kwadratéw. Niech (xi, yi), (X2, y2), ..., (Xn, Yn) bedzie
ciggiem wynikow obserwacji. Zgodnie z metodg najmniejszych kwadratow oszacowania aib
wspotczynnikéw a i  minimalizujg sume¢ kwadratow odchylen obserwacji od prostej regresji,
okreslong w nastepujacy sposob:

S=>lyi—ta+bx)]. (4.11)

i=l1
Estymatory a 1 b wspotczynnikow regresji a i B otrzymane metoda najmniejszych kwadratéw

sg okreslone wzorami:
a=y—-bx , (4.12)

3 (= )5, - F)
b=-"L , 4.13)

Y (x5 -0)°

gdzie:

n

1 n
X=X 513y, (4.14)
i=1

n o
sg odpowiednio $rednimi arytmetycznymi wynikéw obserwacji X;1y; .
Sprawdzenie czy zalezno$§¢ miedzy zmienng zalezng Y a zmienng niezalezng x jest
istotna statystycznie polega na weryfikacje hipotezy Hp: B =0 o nieistotnosci zalezno$ci
wobec hipotezy alternatywnej H;: B # 0 w oparciu o statystyke:

t="b/sy , (4.15)
gdzie sy jest odchyleniem standardowym estymatora b wspotczynnika B opisanym wzorem:

2
S

26 = %)’

. 2. . . .. 2 . . .
gdzie s” jest oszacowaniem wariancji 6~ zmiennej losowej Y.

(4.16)

S

Zwykle, jako tego oszacowania, uzywa si¢ sumy kwadratow odchylen obserwowanych
warto$ci y; od wartosci estymowanych ¥, podzielonych przez liczbg stopni swobody:

S B PR
§°=— =Y. 4.17
e ACIRER (@.17)

Statystyka t, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hyp, ma rozklad t-Studenta o f=n-2
stopniach swobody. Hipotez¢ Hy odrzuca sig, jesli wartos¢ [t| przekracza warto$¢ krytycznag
tos, £, przy zadanym poziomie istotnosci o .
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Weryfikacje hipotezy Hy: B = 0 mozna tez przeprowadzi¢ w oparciu o analiz¢ wariancji
zaleznosci regresyjnej. Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

SG = Z( y, —y)> — suma kwadratéw poza $rednig (zmienno$¢ catkowita),

i=1
SM = Z(j}i —y)® — suma kwadratéw w regresji (zmienno$¢ wynikajaca z przyjetego

i=1

modelu),

SR = Z( y, —9,)° — suma kwadratdw poza regresja (zmienno$¢ resztowa),

i=1

mozna udowodni¢ nastepujaca tozsamosc:

SG=SM + SR . (4.18)
Roéwnanie to pokazuje, ze wsrod zmiennosci y-kow wzgledem ich $redniej wartosci czgsé
zmienno$ci moze by¢ przypisana linii regresji, a cze$¢ faktowi, ze nie wszystkie obserwacje
lezg na linii regresji, gdyby bowiem wszystkie lezaty, to suma kwadratow poza regresja
bytaby réwna zero. Z powyzszego wynika, ze ustalenie jak dalece linia regresji bedzie
przydatna do prognozowania, sprowadza si¢ do stwierdzenia, jak duza cze¢$¢ sumy SG

zawarta jest w sumie SM, a jak duza w sumie SR. Bedziemy zadowoleni jesli SM bedzie duzo
wieksze od SR, lub co na jedno wychodzi, stosunek:

R*=SM/SG, (4.19)

nie odbiega zbyt wiele od jednosci. Stosunek R* jest w tym przypadku kwadratem
wspotczynnika korelacji z proby R pomigdzy zmiennymi x 1 Y:

> (- P - D)

\/iui S Y, -9

R= (4.20)

Z definicji wynika, ze wspotczynnik R> moze byé traktowany jako miara stopnia
dopasowania prostej regresji do danych doswiadczalnych. Jego wartos¢ nalezy do przedziatu
domknietego [0, 1]. Gdy R* = 1 to przewidywanie jest idealne. Mozna tez wykazaé, ze jesli
B = 0 to statystyka:

_(n—-2)SM R’

=(n-2)

F ,
SR 1-R?

4.21)

ma rozktad F-Snedecora z 1 stopniem swobody dla licznika i n — 2 stopniami swobody dla
mianownika. Hipotez¢ Hy odrzuca si¢, gdy obliczona wartos$¢ statystyki F przekracza warto$¢
krytyczna Fg 1.n2, przy zadanym poziomie istotnosci o. Dla lepszego zobrazowania
zalezno$ci migdzy wielko$ciami omawianymi powyzej, przedstawia si¢ je w postaci tabeli
analizy wariancji (tabela 4.1). W tym przypadku przy doborze linii prostej, test F jest
doktadnie tym samym, czym test t dla B = 0, podany wczes$nie;.
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Tabela 4.1

Tabela analizy wariancji dla zaleznosci regresyjnej

Zrédto zmiennosci Suma kwadratéw | Stopnie swobody | Sredni kwadrat | Wartos¢ F
W modelu regresji SM 1 SM/1

F=SM/¢’
Poza regresja (reszta) | SR n—2 s> = SR/(n —2)
Lacznie SG n-1
(wzgledem sredniej)

Poniewaz w wyniku estymacji wspolczynnikéw zaleznos$ci regresyjnej, otrzymuje si¢
oceng punktowa Y, celowym jest wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla oczekiwanej wartosci E(Y)
przy okres§lonej warto$ci xg, ktory wyrazony jest wzorem:

—\2
Vot oh,,, LT 4.22)

S WO

Przedziat ten jest najmniejszy, jesli xo = X 1 zwigksza si¢ przy oddalaniu si¢ xo od X
w dowolnym kierunku. Wigc im wigksza jest odlegtos¢ (w dowolng strong) xo od X, tym
wickszy jest przedzial ufno$ci dla wartosci oczekiwanej, czyli mniejsza jest precyzja
prognozy.

Skoro pojedyncza warto$¢ obserwowana Y moze zmienia¢ si¢, wokol prawdziwej
wartosci oczekiwanej, z wariancja o7, to przedziat ufnosci dla pojedynczej obserwacji bedzie
okreslony wzorem:

A Pl =D 403
A S R Akt (4.23)

S WETE

Przedziat ten jest oczywiscie szerszy od przedziatu dla wartosci oczekiwanej E(Y|x() dla
danego xo, poniewaz jest to przedzial, w ktorym nalezy si¢ spodziewa¢ (1 —a) 100%
przysztych obserwacji zmiennej losowej Y w punkcie Xxo. Na rysunku 4.2 przedstawiono
przyktadowo granice przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej E(Y|x) oraz granice
przedziatu ufnosci dla pojedynczej warto$ci zmiennej losowej Y.
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(1-a)100% granice Estymowana

¥ ‘ przedziatu ufnogei prosta
L dla poj. ¥ w zaleznogei od x4 regresii
9.2 a+bx
8.2 B
7.2 B P
i L (1-8) 100% granice
L e preedziaty ufnogei
6.2 - dla B(Y|z)
L w o zaleznogei od %y
5.2 -
i .
L -~
P ~
L P
4.2 -
1 1 1 1 1 1 1 __
a 2 4 b g 1 x

Rys. 4.2. Estymowana prosta regresji i granice przedziatow ufnosci

4.3.2. Obliczenia programem STATISTICA

W programie STATISTICA do estymacji zaleznosci regresyjnych stuzy modut
Regresja wielokrotna. Po wybraniu tego modulu otwiera si¢ okno Regresja wielokrotna
przedstawione na rys.4.3.

Wyboru zmiennych niezaleznych 1 zaleznych dokonuje si¢ po nacisnigciu przycisku
. W polu Plik wejsciowy okresla si¢ sposob przygotowania danych w arkuszu
danych. Mozliwe sa dwa ustawienia:

— Dane surowe — dane w arkuszu danych przedstawione sg w postaci danych surowych;

— Macierz korelacji — dane w arkuszu danych przedstawione sg jako dane macierzowe.

W polu Usuwanie BD okresla si¢ sposob postgpowania z brakujacymi danymi. Pole jest
aktywne tylko dla danych surowych. Mozliwe sg nastepujace ustawienia:

— Przypadkami — program bedzie pomijat wszystkie przypadki (wiersze), w ktorych
brakuje warto$ci cho¢by dla jednej zmiennej sposrdd zmiennych wybranych do analizy;

— Zastepowanie Srednig — brakujace dane beda zastepowane wartosciami Srednimi
odpowiednich zmiennych.
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Regresja wielokrotna 7]

| @ Zmienne: | | J-J--K |

Niezalezne: S1EA | Anuluj |
Faleine: WYTRZ

Plik wejiciowy: |Dane SUTOWE IE" |[E-: Oiworz danel
Usumanio BD: | Praypadkami (][5 s | [& »]
Tryb: | Standardowa E|| [Owazone
momenty
¥l Wykonaj dompélng [nie krokowa) analize DF =
] Przegladaj statpstyki opizowe, macierz korelacji @w-1 ON-1

[] Obliczenia zwickszonej precyzii
[ Przetwarzanie wezadowe i drukowanie
[ Drukuj analize zmiennych resztowych

Wiuzzczegalni) wazystkie analizowane zmienne; model [zmienna zalezne i niezalezne] mozna
okreshc poznig). Aby wykonad regresie krokows webacz opoje Wikona) domypslne analizyp.

Rys. 4.3. Okno Regresja wielokrotna

—Parami — program pomija tylko te przypadki, w ktérych dla wybranej pary
zmiennych brakuje jednej lub obydwu wartos$ci.

W polu Tryb okresla si¢ sposdb przygotowania zmiennych wybieranych do obliczen:

— Standardowa — zmienne s3 wprowadzane do obliczen w tej samej postaci, w jakiej
wystepuja w arkuszu danych;

— Ustalona nieliniowa — zmienne pierwotne okreslone w arkuszu danych moga by¢
roznie przeksztatcane. Dla kazdej z wybranych zmiennych w pamigci komputera zostang
utworzone zmienne begdace transformatami zmiennych pierwotnych. Nazwa nowej zmiennej
bedzie kombinacja numeru zmiennej pierwotnej 1 wybranej transformacji. Te nowe zmienne
moga by¢ wprowadzone do obliczen. Dostepne transformacje podane sa w oknie Nieliniowe
skladniki regresji, ktére przedstawiono na rys.4.4.

W przypadku, gdy wariancja zmiennej zaleznej Y nie jest jednakowa w calym zakresie
zmienno$ci zmiennych niezaleznych, do estymacji zalezno$ci regresyjnej powinna by¢
stosowana metoda wazona najmniejszych kwadratow. W tym celu nalezy zaznaczy¢ opcje
Momenty wazone i N-1 oraz okresli¢ zmienng wagowa. Ponadto w oknie Regresja
wielokrotna mozna wybra¢ opcje:

— Wykonaj domyslng (nie krokowa) analize — wlaczenie tej opcji powoduje, ze
bedzie obliczana zwykta, standardowa regresja z uwzglednieniem wyrazu wolnego; zostanie
pomini¢te okno Definicja modelu, program wykona obliczenia i przedstawi wyniki w oknie
Wyniki regresji. Jezeli wylaczy sie te opcje, program przywota okno Definicja modelu,
w ktorym bedzie mozna szczegdtowo okresli¢ typ analizy regresji, jaka ma by¢ wykonana;
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Mieliniowe skkadniki regresji

Transformacie nieliniowe Fakres oK

Ox=2 %X do kwadratu] -5.0E+08 do 5.0E+08
Ox==3 -5.0E+08 do 5.0E+08

¥ do szefcianu]

Ox==4 X do 4 poteqi) -5.0E+08 do 5.0E+0B
Ox=5 % do 5 potgagi) -5.0E+08 do 5.0E+08
[piemwiastek kwad.] # wieksze lub rowne 0
[logarytm naturalny] X wickzze od 0
[logarytm dziesietny] X wigckszze od 0
-40 do +40
-18 do +18

X nie rowne 0

Rys. 4.4. Okno Nieliniowe sktadniki regresji

— Przegladaj statystyki opisowe, macierze korelacji — pozwala na obejrzenie
szczegotowych statystyk opisowych dla wybranych zmiennych;

— Obliczenia zwiekszonej precyzji — nalezy wlaczy¢ te opcje, gdy macierz korelacji
ma by¢ obliczana z podwyzszong doktadnos$cia. Jest to korzystne, jezeli dane cechujg si¢ tzw.
matg wariancjg wzgledng (maty jest wspotczynnik zmiennosci s/ X).

Doktadne definiowanie analizy regresji odbywa si¢ w oknie Definicja modelu (rys.4.5).

Definicja modelu HE
|@ Zmienne | 0K

MHiezalezne: LN-¥1

Zalezne: LN-¥2
Metoda: | Standardowa IE“

Wyraz wolny: | Zawarty w modelu Izl

Tolerancja: |.00010 E [wWpisz 0.0 aby ustawic min.=1.e-25)

] Regresja grzbietowa; lambda: E

Wielokrotna regresja krokowa:

F do wprowadzenia: E F do usunigcia: E
Liczba krokdw: DE

Wyiwietlame wynikow: | Tylko podsumowame IE“

[ Przetwarzanie wsadowe i drukowanie

[ Drukuj analize zmiennych resztowych

| Przegladaj macierz korelacji/érednie/odch.std.

Rys. 4.5. Okno Definicja modelu
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Zmienne niezalezne' i zalezne okresla sie po naciénieciu przycisku .

Jezeli wskaze si¢ wigcej niz jedng zmienng zalezng, obliczenia b¢da wykonane kolejno dla
wszystkich zmiennych zaleznych. W polu Metoda okresla si¢ rodzaj stosowanej analizy
regresji, mozna wybrac:

— Regresja standardowa — zostanie wykonana analiza zalezno$ci regresyjnej za-
wierajaca wszystkie wskazane zmienne niezalezne;

— Regresja krokowa postepujaca — zostanie wyestymowana zalezno$¢ regresyjna
metoda regresji krokowej z dolaczaniem zmiennych. Zmienne niezalezne beda wprowadzane
do zaleznosci lub z niej usuwane krok po kroku, az otrzyma si¢ zaleznos$¢, zawierajaca tylko
te zmienne niezalezne, ktdre w sposob istotny wplywaja na zmienng zalezna;

— Regresja krokowa wsteczna — zalezno$¢ regresyjna zostanie wyestymowana z za-
stosowaniem metody regresji krokowej z odrzucaniem zmiennych. Zmienne niezalezne beda
usuwane z zaleznosci lub do niej wprowadzane krok po kroku, az otrzyma si¢ zaleznos¢
zawierajacg tylko te zmienne niezalezne, ktore w sposob istotny wplywaja na zmienng
zalezna.

W polu Wyraz wolny okresla si¢, czy w zalezno$ci ma by¢ uwzgledniony wyraz
wolny, czy tez nie. Mozliwe sa dwa ustawienia:

— Zawarty w modelu — wyraz wolny ma wystapi¢ w zalezno$ci regresyjne;j;

— Rowny zero — zalezno$¢ ma przechodzi¢ przez poczatek uktadu wspotrzednych, czyli
jest to zaleznos$¢ bez wyrazu wolnego.

W polu Tolerancja podaje si¢ najmniejszg tolerancje, jaka powinna by¢ zaakceptowana
w obliczeniach. Tolerancja okre§la wplyw danej zmiennej niezaleznej na zmienng zalezna,
wobec wptywu pozostalych zmiennych, i jest zdefiniowana jako 1-R? (gdzie R? jest to kwadrat
wspolczynnika korelacji wielokrotnej tej zmiennej, z wszystkimi pozostalymi zmiennymi
niezaleznymi). Jezeli tolerancja jest bliska zeru, to oznacza, ze dana zmienna niezalezna jest
silnie skorelowana z innymi zmiennymi niezaleznymi i nie powinna w zalezno$ci wystapic.
Jednoczeénie to powoduje, ze macierz (X X) jest zle uwarunkowana (wyznacznik jest bliski
zeru) 1 mogg wystepowac duze bledy przy jej odwracaniu. W programie domyslnie ustawiona
jest warto$¢ tolerancji 0,001, mozna ja zmniejszyé nawet do wartosci 1,00 E ™, jednak nalezy
si¢ wowczas liczy¢ z tym, ze wspotczynniki, otrzymane w tym przypadku, moga by¢ mato
wiarygodne. Mozna poprawi¢ stabilno$¢ ocen wspotczynnikdéw, stosujac zamiast zwyktej
metody regresji, metod¢ regresji grzbietowej. W tej metodzie do wartosci diagonalnych
macierzy korelacji dodaje si¢ stalg warto$¢ (lambda), a nast¢pnie macierz si¢ standaryzuje,
przywracajac elementom na przekatnej wartos¢ 1,0. Czyli w regresji grzbietowej, sztucznie
zmniejsza si¢ wartosci wspotczynnikow korelacji tak, aby mozna bylo otrzymac¢ bardziej
stabilne oceny wspétczynnikéw (lecz sg one woéwczas obcigzone).

Jezeli wybrano do analizy regresje krokowsa, staje si¢ aktywne pole Wielokrotna
regresja krokowa i mozliwe jest okreslenie warto$ci progowych F do wprowadzenia i F do
usuniecia. W regresji krokowej zmienna wigczana jest do zaleznosci, gdy warto$¢ statystyki F
dla tej zmiennej jest wicksza od wartosci F do wprowadzenia. Analogicznie zmienna jest

' W analizie regresji przyjeto okresla¢ jako zmienna niezalezng zaréwno zmienng niezalezna (pierwotna) x jak i
dowolna funkcje¢ okreslona na zmiennych niezaleznych f(x).
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usuwana z zaleznoS$ci, jezeli odpowiadajaca jej warto$¢ F jest mniejsza od wartosci F do
usuniecia. Przy czym zawsze F do wprowadzenia musi by¢ wieksze niz F do usuniecia. Obie
warto$ci powinny by¢ tak ustalone, aby w zalezno$ci znalazty si¢ tylko istotne zmienne,
i zadna istotna zmienna nie zostata pominigta. Opcja Liczba krokéw pozwala na okre$lenie
maksymalnej liczby krokéw, po wykonaniu ktorych, zostang wyswietlone wyniki regresji.
Sposob wyswietlania wynikow regresji krokowej okresla si¢ w polu Wyswietlanie wynikow.
Mozna wybraé:

— Tylko podsumowanie — podawane sg wyniki koncowe regresji krokowej;

— W kazdym kroku — po wykonaniu kazdego kroku analizy podawane sa wyniki posrednie.
Po okresleniu modelu, typu analizy regresyjnej i naci$nigciu przycisku OK, otrzymuje si¢
okno Wyniki regresji wielokrotnej (rys. 4.6), w ktorym podane sa sumaryczne wyniki
analizy regresji oraz dostepne sg opcje do przegladania wynikow szczegdétowych.

"Iulnl"yniki regresi wielokrotne]
Tyniki regresii wielokrotne]
Zmri. =Zal. WFTREZ Wielokr. R ¢ 938182830 F = 214,1409
B*~2: 963986882 df = 1,8
Liczbha przyp. 10 popraw. BzZ: 95945517 p = Qo000
Eilad standardowy estymacii: ,216949578
Wyr.wolny: -1,561070905 Biad std.: ,2304287 tf 8) = -5,775 p < 0001
53TLd beta=,982
[istothe beta 23 pod3wietlone)
| Podzumowanie regresji | |"-"[:> Predykcija zmiennej zal. | | e |
- . - Oblicz granice ufnosci -
Analiza wariancji © _ = . Anulyj
| i — ! | {J Oblicz granice predykcii | |
|ﬁ Kowariancija wsp. regresii | A'ILEZE | Analiza reszt |
|ﬁ Aktualna macierz wymiany | |ﬁ Hadmiarowosc ” Korelacje 1 stal. opizowe |
Korelacje czastkowe | |ﬁ Podsumowanie r. kmkuweil Alfa: |,|]5 |E | Zastosu] |

Rys. 4.6. Okno Wyniki regresji wielokrotne;j

Jako wyniki sumaryczne, podawane sa nast¢pujace informacje: Zmn. zal. — nazwa
zmiennej zaleznej; Liczba przyp. — liczebnos$¢ proby; Wielokr. R — wspolczynnik korelacji
wielokrotnej (jest to pierwiastek z wspotczynnika wielokrotnej determinacji R?); R* —
wspétczynnik wielokrotnej determinacji; popraw. R> — skorygowany wspotczynnik
wielokrotnej determinacji uwzgledniajacy liczbe stopni swobody; F, df, p — wartos¢ statystyki
F, liczba stopni swobody tej statystyki oraz warto$¢ poziomu istotnosci p do testowania
hipotezy o nieistotnosci zaleznos$ci regresyjnej; Btad standardowy estymacji — oszacowanie
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odchylenia standardowego zmiennej zaleznej na podstawie wariancji zmiennej resztowej s°;
Wyr. wolny — wyraz wolny, jezeli wybrano zalezno$¢ z wyrazem wolnym; Blad std. —
odchylenie standardowe wyrazu wolnego; t(df), p — warto$¢ statystyki t (w nawiasie podana
jest liczba stopni swobody) i warto§¢ poziomu istotnosci p do testowania hipotezy o nie-
istotno$ci wyrazu wolnego.

Szczegolowe obejrzenie wynikdw umozliwiajg nastepujace opcje:

|P0dsum0wanie regresji|— otrzymuje si¢ tabele¢ zawierajacg wyestymowane

wspotczynniki zaleznos$ci regresyjnej dla zmiennych niezaleznych standaryzowanych (Beta) i
niestandaryzowanych (B) ich odchylenia standardowe, warto$ci statystyki t i poziomy
istotnosci p.

Analiza wariancji| — otrzymuje si¢ tabele analizy wariancji dla zaleznosci regresyjne;j.
Kowariancja wsp. regres.|—0trzymuje si¢ macierze korelacji 1 kowariancji

wspolczynnikdw regresji.
|Aktualna macierz Wymiany| — otrzymuje si¢ tzw. macierz wymiany, ktora okreslona

jest, jako macierz odwrotna macierzy korelacji zmiennych, bedacych aktualnie w zaleznos$ci
regresyjnej, pomnozona przez —1.
|K0relacje czqstkowe| —otrzymuje si¢ tabele z korelacjami czastkowymi 1 semi-

czastkowymi. Korelacje czastkowe sg korelacjami miedzy dang zmienng niezalezng, a zmienng
zalezng, po uwzglednieniu dla obu zmiennych, wptywu ich skorelowania z wszystkimi
pozostalymi zmiennymi. Korelacje semiczastkowe sa korelacjami migdzy dana zmienng
niezalezng, z uwzglednieniem jej skorelowania z wszystkimi pozostatymi zmiennymi
niezaleznymi, a zmienng zalezng (bez uwzglgdnienia jej korelacji z innymi zmiennymi).
Ponadto podawane sa wartosci: tolerancji, R?, statystyki t i poziomu istotnosci p.

|Predykcja Zzmiennej zal.| — umozliwia obliczenie warto$ci prognozowanej zmiennej

zaleznej, dla zadanych wartosci zmiennych niezaleznych, oraz granice przedziatu ufnos$ci
(GU) dla wartosci oczekiwanej zmiennej zaleznej lub granice przedziatu predykcji (GP—dla
pojedynczej wartosci przewidywanej), zaleznie od wiaczonej opcji Oblicz granice ufnosci
lub Oblicz granice predykcji. Odpowiedni poziom ufnosci 1 — o okresla si¢ polu Alfa
wprowadzajac wartos¢ o.

| Nadmiarowos$¢

—podawane s3 rozne wskazniki nadmiarowosci zmiennych

niezaleznych. Dla kazdej zmiennej podawane sa: tolerancja, R”, korelacja czastkowa,
korelacja semiczastkowa.
|P0dsum0wanie r. krokowej| — podawane s3 podstawowe wyniki analizy regresji po

kazdym kroku.
| Korelacje i stat. 0pisowe| —umozliwia obejrzenie podstawowych statystyk opisowych

dla wybranych zmiennych oraz macierzy korelacji i kowariancji.

— Alfa — jest to warto$¢ poziomu istotnosci o, wykorzystywanego do oceny istotnosci
statystyk (jesli warto$¢ p jest mniejsza od o to odpowiednie wyniki zastang wyswietlone
w kolorze czerwonym — dla zaznaczenia istotnosci efektu). Domyslna warto$¢ a wynosi 0,05.
Mozna ja zmienia¢ w zakresie od 0,0001 do 0,5, 1 po nacis$nigciu przycisku , ta
zmiana bedzie miata natychmiastowy wptyw na arkusze wynikow.
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— umozliwia wybor réznych dodatkowych opcji analizy wynikéw 1 ich
prezentacji graficznych (rys. 4.7).

Analiza reszt HE
Zmn. =zal. : WYTRE Wielokr. R @ 98182830 F = 214,1409
R~2: 963098682 df = 1.8
Liczba prezyp. 10 popraw. B~Z: 95943517 p = 000000
Blad standardowy estymacii: 216949378
Wyr.wolny: -1,561070905 EBiad std.: 2304287 «f 8) = -6,775 p <« 0001

Statystyki Wykresy rozrzutu

| Korelacje i1 statystyki opizowe [1] | | Przewidywane 1 reszty [D] |

| Podsumowanie regresp [2] | | Przewidywane 1 kwadraty reszt [E] | Wykresy prawdopodobiefistwa

|ﬁ iwart. przewidywane i reszty(3]; | | Przewidywane i obserwowane [F] | |

Mormalnego reszt [M] |

|m Statypstyka Durbina-Watsona [4] | | Obserwowane 1 reszty [G) Poktnormalny [M] |

| Zapisz reszty i przewidywane [5) | | Obs. i kwadraty reszt [H] Bez trendu [P) |

Wykresy prizypadkow | Reszly i usunigte reszty (1) | Wykresy rozrzutu 2 zmiennych
Eii Wykresy reszt [A) | Histogramy | Korelacje dwich zmiennpch(@) |
| Wykresy odstajgeych [B]) | | Wykres obserwowanych [J] | | Heszty | zmn. niezalezna [R] |

| Wykresy przewidywanych (C] | | Wykrez przewidywanych [K] | | Przewidywane 1 zmn. niezal [S) |

| Wykres reszt [L) | | Wykres reszt czastkowypch[T) |

Rys. 4.7. Okno Analiza reszt

W polu Statystyki dostepne sg nastepujace opcje:
‘Korelacje i statystyki opisowe (1)‘ — umozliwia obliczenie podstawowych statystyk

opisowych dla wybranych zmiennych oraz macierzy korelacji i kowariancji.
IPodsumowanie regresji (2)| —otrzymuje si¢ tabel¢ zawierajagcg wyestymowane

wspotczynniki zaleznoS$ci regresyjnej dla zmiennych niezaleznych standaryzowanych (Beta)
i niestandaryzowanych (B), ich odchylenia standardowe, wartosci statystyki t i poziomy
istotnosci p.

|Wart. przewidywane i reszty (3)| — otrzymuje si¢ tabele wynikow, w ktorej podane sg

wartosci obserwowane, przewidywane, reszty, standaryzowane warto$ci przewidywane,
standaryzowane wartosci reszt, odchylenia standardowe wartosci przewidywanej, odleglosci
Mahalanobisa, usunigte wartosci resztowe 1 odlegtosci Cooka. Odlegtosci Mahalanobisa,
Cooka 1 usunigte wartosci resztowe stuza do oceny, czy dana obserwacja, moze by¢ zaliczona
do obserwacji odstajacych. Odlegtos¢ Mahalanobisa jest odlegtoscig danej obserwacji od
centrum, okreslonego w wielowymiarowej przestrzeni zmiennych niezaleznych. Odleglos¢
Cooka okresla roznice miedzy obliczong warto$cig wspotczynnikéw (B), a tg samg wartoscia
obliczong po wylaczeniu danej obserwacji (przypadku) z obliczen. Wszystkie odleglosci
powinny by¢ tego samego rzedu. Usunietg wartoscig resztowg jest reszta dla danej obserwacji
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obliczona po wylaczeniu tej obserwacji z obliczen. Jezeli reszta usunigta znacznie si¢ rézni od
standaryzowanej reszty, to mozna sadzi¢, ze dany przypadek jest odstajacy.

|Statystyka Durbina-Watsona (4)| — statystyka Durbina—Watsona wykorzystywana jest
do badania autokorelacji zmiennej resztowej, czyli do sprawdzenia, czy kolejne obserwacje sa

niezalezne.
|Zapisz reszty i przewidywane (§)| — umozliwia zapisanie wynikoOw analizy reszt.

W polu Wykresy przypadkéw mozna wybrac:
|Wykresy reszt (A) — otrzymuje si¢ wykresy wartosci resztowych. Dostepne sa

nastgpujace typy wartosci resztowych: reszty surowe, reszty standaryzowane, odleglo$ci
Mahalanobisa, reszty usuni¢te i odlegtosci Cooka.
|Wykresy odstajacych (E)l—umoiliwia analize¢ reszt dla przypadkow, w ktérych

absolutna warto$¢ standaryzowanej reszty jest wigksza od +2. Mozna wykresli¢ wszystkie
standaryzowane reszty, ktore przekraczajg przedzial, lub w przypadku duzych zbioréw
danych, wykreslanych jest 100 najbardziej odstajacych obserwacji.

|Wykresy przewidywanych (Q)| — otrzymuje si¢ wykres wartosci przewidywanych lub

standaryzowanych warto$ci przewidywanych.
W polu Wykresy rozrzutu mozna wybrac:
IPrzewidywane i reszty (Q)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu wartosci reszt (0§ Y)

wzgledem wartosci przewidywanych (0§ X). Na podstawie tego wykresu, mozna ocenic
adekwatno$¢ zaleznosci regresyjnej. Jezeli zalezno$¢ jest adekwatna, reszty powinny
rozktada¢ si¢ rdwnomiernie wokot linii srodkowe;j.

IPrzewidywane i kwadraty reszt (E)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu kwadratow

warto$ci reszt (O$ Y) wzgledem wartosci przewidywanych (0§ X).
IPrzewidywane i obserwowane (F)|— otrzymuje si¢ wykres rozrzutu wartosci

obserwowanych (0§ Y) wzgledem wartosci przewidywanych (0§ X). Jest on szczegdlnie
przydatny do identyfikowania skupien przypadkow, ktore sa Zle przewidywane.
|Obserw0wane i reszty (G)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu wartosci reszt (0§ Y)

wzgledem warto$ci obserwowanych (0§ X). Na podstawie tego wykresu mozna tatwo
identyfikowac odstajace obserwacje.
|Obs. i Kwadraty reszt (H)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu kwadratow wartosci reszt

(08 Y) wzgledem wartosci obserwowanych (0§ X).
|Reszty i usuniete reszty (l)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu warto$ci reszt usunietych

(08 Y) wzgledem wartosci standaryzowanych reszt (0§ X). Na podstawie tego wykresu mozna
fatwo identyfikowac¢ odstajace obserwacje

W polu Histogramy mozna wybrac:

|Wykres obserwowanych (J )| — histogram liczebno$ci wartosci  obserwowanych

zmiennej zaleznej z zaznaczong krzywa rozkladu normalnego.
|Wykres Przewidywanych (K)| — histogram liczebnos$ci wartosci przewidywanych lub

standaryzowanych przewidywanych z zaznaczong krzywa rozktadu normalnego.
|Wykres reszt (L)| — histogram liczebnoS$ci wartosci resztowych z zaznaczong krzywa

rozktadu normalnego. Mozna wykona¢ wykres dla nastgpujacych typow wartosci resztowych:
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surowe reszty, standaryzowane reszty, odlegtosci Mahalanobisa, usunigte reszty i odlegtosci
Cooka.
W polu Wykresy prawdopodobienstwa mozna wybrac:

INormalnego reszt M)| —otrzymuje si¢ wykres prawdopodobienstwa normalnego,

ktory pozwala na wizualng ocen¢ zgodnosci rozktadu wartosci resztowych z rozkladem
normalnym. W analizie regresji zaktada si¢, ze zaleznos$¢ jest adekwatna oraz ze odchylenia
losowe maja rozktad normalny. Niespelienie tych zatozen ujawni si¢ na wykresie w postaci
wyraznych odchylen reszt od linii proste;.

|P()ln0rmalny (ﬁ)| — otrzymuje si¢ péinormalny wykres prawdopodobienstwa; tworzony

jest on identycznie, jak wykres prawdopodobienstwa normalnego, z ta rdznica, ze na osi Y
przedstawiona jest tylko dodatnia czgs$¢ krzywej rozktadu normalnego.
IBez Trendu (B)| — otrzymuje si¢ wykres prawdopodobienstwa normalnego z eliminacja

trendu, tworzony jest identycznie jak wykres prawdopodobienstwa normalnego, z ta réznica,
ze odjety jest trend liniowy.

W polu Wykresy rozrzutu 2 zmiennych mozna wybrac:

|K0relacje dwoéch zmiennych (Q)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu dwéch dowolnych

zmiennych.
|Reszty i zmn. niezalezne (B)| — otrzymuje si¢ wykres rozrzutu wartosci resztowych

wzgledem dowolnej wybranej zmiennej niezaleznej. Mozna wykona¢ wykres dla
nastepujacych typow wartosci resztowych: surowe reszty, standaryzowane reszty, odlegtosci
Mahalanobisa, usunigte reszty i odlegtosci Cooka.

IPrzewidywane i zmn. niezal. (§)|—0trzymuje si¢ wykres rozrzutu wartosci prze-

widywanych lub standaryzowanych przewidywanych (0§ Y) wzglegdem dowolnej wybranej
zmiennej niezaleznej (0$ X).
|Wykres reszt czastkowych (T)| — otrzymuje si¢ wykres reszt czgstkowych dla dowol-

nej zmiennej bedacej w zaleznosci regresyjnej. Na osi Y jest reszta plus wktad danej zmiennej
do zaleznosci regresyjnej (reszta + b; *fj(x)), a na osi X wybrana zmienna niezalezna.

Przyktad 4.1
W celu ustalenia zaleznos$ci pomigdzy wytrzymatoscig na rozcigganie [w MPa], a sitg
zrywajacg [w kN] ciggna laminatowego, zbadano 10. probek 1 uzyskano nastepujace wyniki:

Sita 1,50 10,80 (1,20 (2,00 1,00 |1,80 090 [1,70 |1,40 2,20
Wytrz. |1,88 0,51 ]0,88 3,15 ]0,53 (2,20 (048 [2,35 |1,30 |3,30

Wyznaczy¢ rownanie regresji przyjmujac: a)model zaleznosci Y = o+ B x,b) Y = o xP

zakladajac poziom istotnosci a = 0,05.

oraz

Rozwigzanie
Dane do obliczen zapiszemy w pliku CIEGNA w dwoéch kolumnach nadajac im nazwy
SILA 1 WYTRZ. Z Przelgcznika modutow programu STATISTICA wybiera si¢ modut

Regresja wielokrotna. W zglaszajacym si¢ oknie naciskamy przycisk
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i definiujemy, jako zmienng niezalezng zmienng SILA a jako zmienng zalezng zmienng
WYTRZ. Z pozostatych opcji okna Regresja wielokrotna wybieramy:

— Plik wejsSciowy: Dane surowe;

— Usuwanie BD: Przypadkami;

— Tryb: Standardowa (ten tryb oznacza zaleznos$¢ liniowg).
Po naci$nigciu przycisku OK otrzymuje si¢ ekran wynikow z podstawowymi informacjami
o rezultatach obliczen. W celu uzyskania szczegdélowych wynikéw wybiera si¢ przycisk
|P0dsum0wanie regresjil. Otrzymuje si¢ wyniki, ktore przedstawiono w tabeli 4.2.

Tabela 4.2
Wyniki regresji liniowej dla modelu Y = o + 3 x
Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: WYTRZYM _
R=,98182830 R2=,96398682 Popraw. R"2=,95948517
F(1,8)=214,14 p<,00000 Btad std. estymacji:,21695
Btad st. Blad st.
N=10 BETA BETA B B t(8) poziom p
W. wolny -1,56107 |,230429 -6,77464 1,000141
SIEA 981828 ,067094 2,22005 ,151709 14,63355 |,000000

Nastegpnie wybiera si¢ przycisk |Analiza wariancji| 1 otrzymuje tabel¢ analizy wariancji dla

wyestymowanej zaleznosci (tabela 4.3).

Tabela 4.3.
Tabela analizy wariancji dla zaleznosci regresyjnej

Analiza wariancji ; DV: WYTRZ. (ciegna.sta)
Efekt Suma Srednia

kwadrat df kwadrat. F poziom p
Regres. 10,07902 1 10,07902 214,1409 ,000000
Resztk. ,37654 8 ,04707
Razem 10,45556

Z tabeli 4.2 w kolumnie B odczytuje si¢, ze wyraz wolny a =—1,56107 oraz wspotczynnik
kierunkowy b =2,22005 (w kolumnie BETA podane sa wspotczynniki dla zmiennych
standaryzowanych, czyli o wartosci $redniej 0 1 odchyleniu standardowym 1; wspdtczynniki
te pozwalajg porownaé¢ wzgledny wplyw kazdej zmiennej niezaleznej na zmienng zalezng).
Estymowane réwnanie regresji ma postac:

Y =—-1,56107 +2,22005 x.

Kwadrat wspolczynnika korelacji R*=0,9595 jest wysoki, co $wiadczy o dobrym
dopasowaniu prostej regresji do danych do$wiadczalnych. Obliczona warto$¢ statystyki t dla
wspélczynnika b t= 14,6336 znacznie przekracza warto$¢ krytyczng toosp. s =2,306 dla
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o$miu stopni swobody i1 przy poziomie istotnosci o = 0,05 (tablica I). Nalezy zatem odrzucié¢
hipoteze

o nieistotnosci wspotczynnika kierunkowego B, a tym samym, nalezy odrzuci¢ hipoteze
o nieistotno$ci zalezno$ci miedzy wytrzymatos$cig na rozcigganie ciggna, a sita zrywajaca.
Swiadczy tez o tym warto$é p = 0,0000, ktora jest mniejsza od przyjetej wartosci poziomu
istotnosci o . Do podobnego wniosku mozna doj$¢ bioragc pod uwage obliczong warto$¢
statystyki F = 214,1409, ktora tez znacznie przekracza warto$¢ krytyczna Fops, 1,5 = 5,32, przy
poziomie istotnosci o = 0,05 dla 1 stopnia swobody licznika i 8 stopni swobody mianownika
(tablica II). Warto$¢ statystyki t dla wyrazu wolnego réwna jest t=-6,77464 1 jej
bezwzgledna warto$¢ znacznie przekracza warto$¢ krytyczng, co §wiadczy o tym, ze wyraz
wolny jest istotnie r6zny od zera.

Obliczong zalezno$¢ mozna przedstawi¢ na wykresie z zaznaczonymi granicami 95%
przedzialu ufnosci dla warto$ci oczekiwanej. W tym celu, w oknie Wyniki regresji
wielokrotnej nalezy wybra¢ przycisk |Analiza resztl, a w nastepnym oknie przycisk
|K0relacje dwoch zmiennych|. W rezultacie otrzyma si¢ wykres przedstawiony na rys. 4.8.

SHA ws M TR hA_
e TREWM_ = -1,561 + 22200 7 S1HA
Kaorelacja: r= 98183
38

22t

28

20 ¢

e TRE.

, . . . , , , ™. Regresja
06 0.a 1.0 1.2 1.4 16 1.8 20 22 24 95% p.ufnosci

ShA

Rys. 4.8. Wykres obliczonej regresji wytrzymato$ci na rozciaganie wzgledem sity zrywajacej

Otrzymana zalezno$¢ liniowa dobrze opisuje zwigzek miedzy zmienng zalezng Y,
azmienng niezalezng X. Prowadzacy badania zaproponowat jednak, jeszcze drugi typ
zaleznodci, w postaci regresji nieliniowej Y = o xP . Zaleznos¢ ta, moze by¢ sprowadzona do
postaci liniowej, przez obustronne logarytmowanie, i w tym nowym ukladzie, moga by¢
wykonane obliczenia oraz analiza statystyczna, tak jak dla regres;ji liniowe;.

Aby wykona¢ obliczenia dla tego modelu, nalezy w oknie Regresja wielokrotna w polu
Tryb wybra¢ opcje Ustalona nieliniowa. Zostanie otwarte nowe okno, w ktérym nalezy
nacisna¢ przycisk 1 wskaza¢, ktore zmienne majg by¢ przeksztatcone (V1-SILA i
V2-WYTRZ.). Nastepnie w oknie Nieliniowe skladniki regresji nalezy okresli¢ rodzaj

przeksztalcenia, w naszym przypadku zaznacza si¢ pole przy opcji LN(X). Otwiera si¢ okno
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Definicja modelu, w ktorym po naci$nigciu przycisku , wskazuje si¢ zmienne do
analizy, zalezng LN-V2 i niezalezng LN-V1, a w polu Metoda wybiera opcj¢ Standardowa.
Jako rezultat obliczen, otrzymuje si¢ ekran wynikéw 1 po wybraniu przycisku
|P0dsum0wanie regresji| uzyskuje si¢ wyniki, ktére przedstawiono w tabeli 4.4.

Tabela 4.4
Wyniki regresji liniowej dla modelu Y = o xP
Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: LN-V2 (ciegna.sta)
R=,98247266 R2=,96525254 Popraw. R"2=,96090910
F(1,8)=222,23 p<,00000 Btad std. estymacji:, 15085
N=10 BETA Btad st. B Btad st. t(8) poziom p
BETA B
W. wolny —420884 ,066546 —6,32472 ,000227
LN-VI ,982473 ,065905 2,164311 ,145183 14,90747 ,000000
Tabela 4.5
Tabela analizy wariancji dla zaleznosSci regresyjnej
Analiza wariancji ; DV: LN-V2 (ciegna.sta)
Suma kwadrat. Srednia poziom p
df kwadrat. F
Regres. 5,057253 1 5,057253 222,2326 ,000000
Resztk. Razem |,182053 8 ,022757

5,239306

Z kolumny B tablicy 4.4 odczytuje si¢ wyraz wolny In a =-0,420884 oraz wspotczynnik
kierunkowy b =2,164311. Zatem otrzymuje si¢ zalezno$¢:
InY =—420884+2,1643111In x .

Warto$¢ bezwzgledna statystyki [t| = 14,90747 dla wspotczynnika b jest duzo wigksza od
wartosci krytycznej topsp, s = 2,306, co $§wiadczy o istotnosci wspdiczynnika . Podobnie
warto$¢ bezwzgledna statystyki |t| = 6,32472 dla wspotczynnika a jest tez duzo wigksza od
wartosci krytycznej, a wigc wyraz wolny jest istotnie rézny od zera. W obu przypadkach
poziomy p s3 duzo mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci a, co potwierdza wnioski
powyzsze. Do podobnego wniosku dojdzie si¢ analizujgc warto$¢ statystyki F =222,2326,
ktora tez znacznie przekracza warto$¢ krytyczng Fops 1,5 = 5,32 .
Kwadrat wspofczynnika korelacji R*=0,9609 jest nieznacznie wigkszy, niz dla modelu
liniowego, co $wiadczy o nieco lepszym dopasowaniu zaleznosci do danych. Mozna zatem
stwierdzi¢, ze zalezno$¢:

Y =0,65647 x>
jest istotna statystycznie oraz do$¢ dobrze dopasowana do danych, i moze stuzy¢ do opisu
zwigzku miedzy zmienng Y, a zmienng X.
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4.4. Regresja wielokrotna — wyboér zmiennych

4.4.1. Opis metody

Dotychczas rozwazane modele regresji byly modelami pierwszego stopnia jednej
zmiennej niezaleznej. Bardziej ogdlny typ modelu liniowego zmiennych xj, Xa, ..., Xx moze
by¢ przedstawiony w postaci:

E(Y | )=y + B £,(0) + By £,(X) + ..+ B £,(X) . (4.24)

Kazda funkcja fi(x), i =1, 2, ..., m jest og6lnie funkcja zmiennych niezaleznych x' = (X1, X2,
..., Xx) 1 moze przybiera¢ dowolng posta¢. W najprostszym przypadku kazda fj(x) moze

zawiera¢ tylko jedng zmienng x. Nieznane wspotczynniki Bo, Bi, ..., Pm nazywa si¢
wspotczynnikami regresji wielokrotnej. Interesujg nas nastepujace problemy:

— wybor podzbioru (fi(x), f2(X), ..., fm(x)) funkcji zmiennych niezaleznych do modelu
regresji z pewnego zadanego zbioru,

— oszacowanie wspotczynnikow regresji Bo, B, ..., Pm 1 Weryfikacja hipotez Hy;: B; = 0,
i=0,1,..., m,

— ocena stopnia dopasowania zalezno$ci zawierajacej wybrane funkcje zmiennych
niezaleznych do danych.

Niech (Xi1, X12, -v» Xik> Y1)> --» (Xnl» Xn2, ---» Xnk» Yn) be€dzie ciggiem n wektorow
obserwacji zmiennych niezaleznych x,, xa, ..., Xx oraz zmiennej zaleznej Y. Przyjmuje si¢, ze
zbior funkcji fi(x), fa(x), ..., fm(X) jest zadany, przy czym liczba funkcji w tym zbiorze

m+1 <n. Jedng z metod wyboru podzbioru funkcji f(x) zmiennych niezaleznych jest metoda
odrzucania. Zasadnicze etapy tej procedury sg nastgpujace:

1. Oblicza si¢ oszacowania wspotczynnikow regresji w modelu zawierajagcym wszystkie
mozliwe funkcje zmiennych niezaleznych, stosujac metode najmniejszych kwadratow
zdefiniowang w nastgpujacy sposob:

2
§= Z{y, ~(Bo+ 2B [ (X))} : (4.25)
J=1 i=1
2. Niech by, by, ..., by, beda oszacowaniami nieznanych wspotczynnikéw regresji Bo, Bi,
..., Pm . Dla kazdego wspotczynnika b; oblicza si¢ statystyke:
ti = b / spi, (4.26)

gdzie sy jest wariancja oszacowania wspolczynnika f; . Statystyka ta stuzy do weryfikacji
hipotezy Ho;: Bi = O okreslajacej, ze udziat zmiennej fi(x) w modelu regresji jest nieistotny.
Zaktadajac, ze zmienna zalezna Y ma rozklad normalny 1 hipoteza Hy jest prawdziwa, to
statystyka t; ma rozktad t-Studenta z f = n—-m—1 stopniami swobody. Hipotez¢ Hy odrzuca sig,
jezeli warto$¢ obliczona |t| przekracza warto$¢ krytyczng ton s, przy zadanym poziomie
istotnosci o.

3. Znajduje si¢ najmniejsza wartos¢ tmin = min t; i poréwnuje si¢ ja z wartoscig kryty-
czng typ, ¢ rozktadu t-Studenta.
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4. Je$li tyin >tgp ¢ to otrzymane réwnanie regresji zawiera tylko istotne funkcje
zmiennych niezaleznych 1 uwaza si¢ je za ostateczne.

5. Jesli tmin < top, £ to funkcje zmiennej niezaleznej fi(x) usuwa si¢ z réwnania, ponownie
oblicza oszacowania wspotczynnikéw rownania regresji z pozostalymi funkcjami zmiennych
niezaleznych, 1 wraca do etapu 2.

Oceng stopnia dopasowania wyznaczonego rownania regresji do danych, przeprowadza
si¢ w oparciu o tabele analizy wariancji, podobnie jak dla regresji jednej zmiennej nieza-
leznej. Oblicza si¢ wiec nastepujace wielkosci:

n

SG=Y(y,-¥)* —zmienno¢ catkowita,

j=1

m

SM = Z:[b0 + Zb,. fi(x)— y]* — zmiennoéé wynikajaca z przyjetego modelu regresji,
j=1 i=1

SR = Z[bo + Zbl. fi(®)—y;1* —zmiennos¢ resztowa,
j=1 i=1

R*=SM/SG. 4.27)

Wspotezynnik R* nazywany jest wspotczynnikiem determinacji i jest on kwadratem
wspétczynnika korelacji wielokrotnej z préby R. Wartos¢ R* nalezy do przedziatu
domknigtego [0, 1] i moze by¢ traktowana jako miara stopnia dopasowania powierzchni
regresji do danych do§wiadczalnych.

Hipoteza Hy: R* = 0 stwierdza, ze udzial zmiennych niezaleznych w modelu regresji jest
nieistotny 1 jest rtOwnowazna hipotezie Ho: 31 = B, = ... = Bi = 0. Przy prawdziwosci hipotezy
Hy statystyka:

(n-m-)SM _(n-m-1) R’
m SR m  (-R»’

F (4.28)

ma rozktad F-Snedecora z m stopniami swobody dla licznika i n—m—1 stopniami swobody dla
mianownika. Hipotez¢ Hy odrzuca si¢, jezeli obliczona warto§¢ F, przekracza wartos¢
krytyczna F,, przy przyjetym poziomie istotnosci a.. Podobnie jak w regresji jednej zmiennej
niezaleznej, wielkoS$ci te przedstawiane sa w postaci tabeli analizy wariancji (tabela 4.6).

Tabela 4.6
Tabela analizy wariancji dla regresji wielokrotnej
Zrédto zmiennosci Suma kwadratéw | Stopnie swobody | Sredni kwadrat Statystyka F
W modelu regresji SM m MS=SM/m
Poza regresjg (reszta) SR n—m-I s>’=SR/(n—m—-1) |F=MS/s’
Lacznie SG n—1
(wzgledem $redniej)
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Procedura eliminacji zmiennych ma ta niedogodno$¢, ze po odrzuceniu kolejnej
funkcji, moze okaza¢ si¢, ze ktora§ z wczesniej odrzuconych funkcji, stanie si¢ istotna
(z powodu korelacji miedzy funkcjami zmiennych). Powinna by¢ zatem wiaczona do
zalezno$ci. Tak zmodyfikowana procedura odrzucania, ze po kazdym odrzuceniu funkcji,
analizowane sg funkcje, ktore wczesniej byly odrzucone, i jesli znajdzie si¢ funkcje istotna,
wlaczana jest ona do zalezno$ci, nazywa si¢ regresja krokowa z odrzucaniem zmiennych.

Jezeli przewidywana liczba funkcji zmiennych niezaleznych w koncowym réwnaniu
regresji jest znacznie mniejsza od liczby funkcji w zbiorze wyjsciowym, bardziej korzystna
moze okaza¢ si¢ inna metoda wyboru funkcji fi(x), tzw. metoda regresji krokowej
z dolgczaniem zmiennych. Wéwczas obliczenia przebiegaja zgodnie z nastgpujacymi kro-
kami:

1. Startuje si¢ z modelem E(Y |x) = f,, ktory nie zawiera zadnej z funkcji zmiennych
niezaleznych fi(x),i=1, 2, ..., m.

2. Dla kazdej funkcji fi(x) z postulowanego zbioru oblicza si¢ oszacowania by i b;
wspotczynnikéw By i Bi modelu regresji E(Y |x)= g, + £, f,(x). Nastgpnie oblicza si¢

nastepujace wielkosci:

SG=X(r, - *
j=1

SM, :Z[bo +b, fji(x)_y]z )
j=1

SR; :i[bo +b fji(X)_yj]2 ’
j=1

(n—2) SM,
F=—22"0
SR,

1

(4.29)

Do réwnania regresji wybiera si¢ funkcje zmiennej niezaleznej, dla ktorej warto$¢ F; jest
najwigksza 1 przekracza warto$¢ krytyczna F, rozkladu F—Snedecora z 1 i n—2 stopniami
swobody. Oczywiscie jezeli dla zadnej z funkcji zmiennych, warto§¢ F; nie przekracza
warto$ci krytycznej Fy, to przyjmuje si¢ model E(Y |x) =/, .

3. Jezeli funkcja fi(x) zostala wlaczona do réwnania, to w nastepnym kroku, poszukuje si¢
kolejnej funkcji fx(x), ktéra mogtaby by¢ wilaczona do rownania. W tym celu oblicza si¢
oszacowania by, bi, by wspotczynnikdéw By, Bi, Bk modeluE(Y |x) = g, + S, f,(X) + S, f, (X)
oraz:

—3)(SM.. —SM.
F, = (=) M, ) , (4.30)
: SR,

gdzie:
SM; , :Z[bo +b, fji(x)+bk fjk(X)_y]z )

J=1

SR, , :i[bo +b; f;(x)+b, f,»k(X)—yi]2 :
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Do rownania regresji dotacza si¢ funkcje fi(x), dla ktérej warto$§¢ Fix jest najwigksza,
1 przekracza warto$¢ krytyczng F,, rozktadu F—-Snedecora z 1 i n — 3 stopniami swobody.

4. Jezeli dla zadnej z funkcji zmiennych niezaleznych, warto$¢ Fix nie przekracza
wartosci  krytycznej F,, to otrzymane réwnanie E(Y |x)=p, + 4 f,(x) uwaza si¢ za
ostateczne.

Dalsze postgpowanie polega na poszukiwaniu kolejnej funkcji, ktora mogtaby by¢
dotaczona do podzbioru [fi(x), fk(x)], wedtug zasad opisanych w krokach 3 i 4, az do ustalenia
koncowego zbioru funkcji zmiennych niezaleznych wchodzacych do réwnania regresji.
Nalezy podkresli¢, ze w kazdym kroku dolaczania funkcji do podzbioru moze wystgpic¢
konieczno$¢ wyeliminowania jednej z wczesniej dotaczonych funkcji. Spowodowane to jest
korelacja miedzy poszczegodlnymi funkcjami, w wyniku tego, po dotgczeniu pewnej funkcji,
inna funkcja bedaca juz w rownaniu, moze okaza¢ si¢ nieistotna. W skrypcie pomija si¢ opis
tej wstecznej eliminacji funkcji.

4.4.2. Przyklad obliczen programem STATISTICA

Przyktad 4.2
Wyznaczy¢ zalezno$¢ opisujaca zwigzek miedzy zmienng zalezng Y i dwoma
zmiennymi niezaleznymi X; i X, w postaci wielomianu drugiego stopnia:

E(Y |x)=b, +b, x, +b, x, + b, x} +b, X2 + by x, x,,

przyjmujac poziom istotnosci o = 0,05. W trakcie badan doswiadczalnych otrzymano
nastgpujace wyniki:

X 0,33 0,53 0,33 0,53 0,33 0,53 0,43 0,43 0,43
Xy 3,00 3,00 5,00 5,00 4,00 4,00 3,00 5,00 4,00
y 2,20 2,80 3,90 4,50 2,40 3,27 1,70 3,90 2,30
Rozwigzanie

Dane doswiadczalne zapiszemy w pliku DOKL w trzech kolumnach x;, X», y oraz
utworzymy trzy dodatkowe kolumny (funkcje zmiennych niezaleznych) xi% X%, Xj+Xa,
odpowiadajace funkcjom zmiennych wystepujacych w postulowanym modelu zaleznosci.
W pierwszym etapie, wykonamy obliczenia metoda standardowa regresji wielokrotnej w celu
wstepne] oceny istotnosci zalezno$ci 1 istotno$ci poszczegolnych wspotczynnikéw oraz
dopasowania proponowanego modelu do danych. W tym celu, wybiera si¢ w oknie Regresja
wielokrotna tryb Standardowy i zaznacza opcje¢ Wykonaj domyslng (nie krokowa)
analize. Definiuje si¢ zmienne: zalezng Y 1 niezalezne X1, X2, X112, X2"2, X1X2 1 otrzy-
muje wyniki przedstawione w tabeli 4.7.
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Wyniki wstepnej analizy regresji wielokrotnej

Tabela 4.7

Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Y (dokl.sta)

R=,99245117 R2=,98495933 Popraw. R"2=,95989154

F(5,3)=39,292 p<,00618 Btad std. estymacji:, 18950
N=9 BETA Btad st. B Btad st. t(3) poziom p

BETA B

W. wolny 15,3136 3,57658 4,28162 ,023406
X1 -3,97396 1,112541 —43,4200 12,15575 -3,57197 ,037499
X2 —2,87995 1,051983 -3,1467 1,14941 —2,73764 ,071480
X1_2 4,29938 1,057082 54,5000 13,39983 4,06721 ,026811
X2 2 3,74388 983675 ,5100 ,13400 3,80602 ,031874
X1_X2 —,00000 ,514189 —,0000 94751 —,00000 1,000000

Przyjmujac poziom istotnosci oo = 0,05 przy f = 9-5—1 stopniach swobody, warto$¢ krytyczna
rozktadu t—Studenta ty s/, 3 = 3,182 (tablica I), zatem nieistotne sg wspdtczynniki funkcji x5 i
0,05). Kwadrat
wspolczynnika korelacji wielokrotnej R* = 0,9599 jest do$é¢ wysoki, co $wiadczy o dobrym

x1*x2 (warto$¢ poziomu p jest wigksza od poziomu istotnosci o =

dopasowaniu obliczonego rownania do danych doswiadczalnych. Z tabeli analizy wariancji
(tabela 4.8) wynika, ze obliczona wartos$¢ statystyki F = 39,292 znacznie przekracza warto$¢
krytyczng, ktéra na poziomie istotnosci a = 0,05 i przy 5 stopniach swobody dla licznika i 3
stopniach swobody dla mianownika wynosi Fy o5 = 9,01 (tablica II).

Tabela 4.8
Tabela analizy wariancji

Analiza wariancji ; DV: Y (dokl.sta)

Suma Srednia
Efekt kwadrat df kwadrat. F poziom p
Regres. 7,055067 5 1,411013 39,29183 ,006178
Resztk. ,107733 3 ,035911
Razem 7,162800

Wiynika stad, Ze cata zalezno$¢ jest istotna, lecz wzajemne korelacje miedzy wprowadzonymi
funkcjami zmiennych niezaleznych powoduja, Zze dwie z nich sg nieistotne.

Dla doboru odpowiedniej postaci rownania zastosujemy metode regresji krokowej z do-
faczaniem zmiennych. W tym celu w oknie Regresja wielokrotna usuwamy znacznik w
opcji Wykonaj domys$lna (nie krokowa) analize, a nast¢pnie po otwarciu si¢ okna Definicja
modelu w polu Metoda wybiera si¢ opcje Krokowa postepujaca. Po wlaczeniu opcji
regresji krokowej istnieje mozliwos$¢ okreslenia wartosSci F do wprowadzenia oraz wartosci

F do usunigecia zmiennej. Warto$¢ F do wprowadzenia musi by¢ zawsze wigksza od wartosci
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F do usunigcia zmiennej. W naszym przykladzie przyjmiemy wartosci F domyslne 1w
rezultacie obliczen otrzymuje si¢ wyniki przedstawione w tabeli 4.9.

Tabela 4.9
Wiyniki analizy regresji metoda dotaczania
Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Y (dokl.sta)
R=,99245117 R2=,98495933 Popraw. R"2=,96991865
F(4,4)=65,486 p<,00067 Btad std. estymacji:, 16411
Btad st Btad st.
=9 BETA . BETA B B t(4) poziom p
W. wolny 15,3136 2,75716 5,55410 ,005143
X2 2 3,74388 ,851888 ,5100 ,11605 4,39481 ,011739
X1_2 4,29938 915460 54,5000 11,60460 |4,69641 ,009333
X1 -3,97396 |,915460 —43,4200 ]10,00242 |—4,34095 |,012244
X2 -2,87995 |,851888 -3,1467 93078 -3,38067 |,027768

W wyniku przeprowadzonych obliczen do modelu regresji zostaly wybrane cztery

funkcje. Z tabeli 4.9 wynika, ze wszystkie wspotczynniki obliczonego rownania regres;ji:

Y =153136—43,42x, —3,1467 x, + 54,50 x> + 0,51 x2 ,

sg istotne; warto$¢ krytyczna rozktadu t—Studenta ty s, 4 = 2,776 przy 4 stopniach swobody
(tablica I). Swiadcza tez o tym, obliczone dla kazdej wartosci statystyki t, wartosci poziomu
p, ktore sa wszystkie mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci a .Obliczona wartos¢
statystyki F = 65,486 znacznie przekracza warto$¢ krytyczna Fpos = 6,39 przy 4 stopniach
swobody licznika 1 4 czterech stopniach swobody mianownika (tablica II), warto$¢ p jest
mniejsza od poziomu istotnosci o, co oznacza, ze zalezno$¢ jest istotna statystycznie 1 moze
by¢ wykorzystywana do prognozowania wartosci zmiennej Y w funkcji zmiennych x; i X,.
Kwadrat wspolczynnika korelacji wielokrotnej R* =0,9699 jest wysoki, co $wiadczy o
dobrym dopasowaniu powierzchni regresji do danych do§wiadczalnych.

Dla obliczenia rownania regresji metoda regresji krokowej z odrzucaniem zmiennych
nalezy w oknie Definicja modelu w polu Metoda wybra¢ opcj¢ Krokowa wsteczna. Dla
naszego przyktadu wyniki obliczen metodg krokowg z odrzucaniem zmiennych sg identyczne
z wynikami uzyskanymi metodg regresji krokowej z dolagczaniem zmiennych.
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S. REGRESJA NIELINIOWA

5.1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ ze sposobami estymacji nieliniowych zaleznos$ci
losowych.

5.2. Wprowadzenie

W badaniach naukowych zaleznosci opisujace zwigzek miedzy zmienng zalezng Y
i zmiennymi niezaleznymi x czesto wynikajg bezposrednio z analizy biologicznej, chemiczne;j
czy fizycznej badanych zjawisk i majg charakter nieliniowy wzgledem wspolczynnikow.
Kazdy ze wspotczynnikow ma wowczas okreslone znaczenie, a celem badan jest nie tyle
aproksymacja danych doswiadczalnych pewng zalezno$cia, co przede wszystkim oszacowanie
wspotczynnikdéw z  maksymalng doktadnos$cig. Estymacja wspotczynnikéw  funkcji
nieliniowych jest znacznie trudniejsza niz funkcji liniowych, ale wraz z dynamicznym
rozwojem oprogramowania, zastosowanie postaci nieliniowych stato si¢ do§¢ powszechne. W
czasach, gdy dostgp do komputeréw byl utrudniony, nieliniowa regresja byla prawie
niedostepna dla wigkszosci badaczy. Aby unikng¢ trudno$ci zwigzanych z estymacija
zalezno$ci nieliniowych, stosowano, co najwyzej, takie modele nieliniowe, ktore poprzez
odpowiednie przeksztalcenie mozna sprowadzi¢ do postaci liniowej. Jednak przeksztalcanie
danych powoduje zmian¢ ich wzajemnych relacji 1 wyniki estymacji zalezno$ci liniowych
réznig sig, niestety czgsto do$¢ znacznie, od wynikow otrzymywanych z estymacji
nieliniowe;j.

Funkcje nieliniowa w ogdlnej postaci mozna zapisa¢ nastepujaco:

yi=n(x,p)+e; (5.1)

gdzie:

n(x,;,p) —dowolna funkcja r6znowartoSciowa, ciagla 1 rozniczkowalna,

X, =[x,,,%,;,...,x,;]' — wektor k zmiennych niezaleznych,

B=15,B,,-.. 8,1 — wektor m wspdlczynnikow,

& — odchylenie losowe.

Zaktada si¢, ze odchylenia losowe ¢; sg nieskorelowane o wartosci oczekiwanej E(e) =0
i jednorodnej wariancji D*(e) = o° oraz zwykle przyjmuje sie, Ze maja one rozktad normalny.
Jezeli dostepnych jest n obserwacji w postaci:

X1is X2iy -++5 Xkis Yi» izl, 2, vy N
to estymatory wspotczynnikéw nieliniowej metody najmniejszych kwadratow NMNK (ang.
nonlinear least squares, NLS) otrzymuje si¢ minimalizujac sume¢ kwadratow reszt:



S(b) = Ze =l - bF. (5.2)

i=1
gdzie:
b=[b,,b,,...b, 1" — wektor estymatoréw wspotczynnikow B,
e, =y, —n(x,,b) —reszta,
lub w zapisie macierzowym
Sthy=e'e=(y-m'(y-m, (5.3)
gdzie:
Y=YV yn]T , e= [el,ez,...,en]T ,
n=[n(x,.b), 7(x,,b),....7(x,. b)I".
Aby otrzymaé estymator metody najmniejszych kwadratow nalezy zrézniczkowad
réwnanie (5.2) wzgledem b:

0S(b)
ob
Uzyskuje si¢ uktad m nieliniowych rownan wzgle;dem wspotczynnikow:
(x;,b)
—2Z[y, n(x,, by 1% P) 7 =0,p=1,2,...m (5.4)

iz an(x,»,mzlan(xi,ﬁ)J |
B,=b

op, g,
Zauwazmy, ze jezeli funkcja n(x,,p) jest liniowa wzgledem wspotczynnikow, to jej
pochodna jest funkcjg jedynie x; i nie zawiera zadnych B (jest niezalezna od B).
Oszacowanie przedzialu ufnosci dla wspotczynnikéw [ opiera si¢ zwykle na

linearyzacji modelu (5.1) w poblizu wartosci oszacowan b. Réwnanie (5.1) po linearyzacji
wokol warto$ci estymatora b wektora wspotczynnikéw B przyjmie nastepujaca postac:

~(x,.b)+ a(ﬁ B-b)+e,. (5.5)

Przyjmujac, ze odchylenia losowe maja rozklad normalny, estymator b wektora
wspoétczynnikéw B ma graniczny rozklad normalny o wartosci oczekiwanej E(b) = B oraz o
macierzy kowariancji:

C=(Z"72)" o, (5.6)
gdzie:
_an(x,b)
= 2"

Wowczas elipsoida ufno$ci wektora wspotczynnikow B moze by¢ w przyblizeniu

oznacza (n*m) wymiarowg macierz warto$ci pochodnych.

okres$lona wzorem analogicznym jak dla liniowej regresji:

B-b)'Z"Z(B-b)<m s’ F, (5.7)

-a,m,n—-m

gdzie:
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s? =S(b)(n—m)~" — estymator wariancji 6° .

Jezeli linearyzacja zalezno$ci nie daje dobrego przyblizenia zalezno$ci rzeczywistej,
wtedy powyzsza elipsoida nie bgdzie prawdziwym obszarem ufnosci. Doktadny obszar
ufnosci mozna okre$li¢ przez wyznaczenie polozenia stalych wartosci S(b) = const, lecz
wtedy nie mozna doktadnie okresli¢ wartosci prawdopodobienstwa, poniewaz nie jest znany
doktadny rozktad wektora estymatorow b. Najczesciej przyjmuje si¢, ze linearyzacja stanowi
do$¢ dobre przyblizenie modelu nieliniowego i wtedy analize statystyczng wyestymowanej
zalezno$ci wykonuje si¢ wykorzystujac sposoby analizy regresji liniowej. Wtedy test
statystyczny do weryfikacja hipotezy o nieistotnosci wspotczynnikoéw B (Ho: Bp=0, p=1, 2, ...,

b

p

m) moze by¢ oparty na statystyce 7, = , ktora przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest

S\Cpp
prawdziwa ma graniczny rozktad t—Studenta o (n—m) stopniach swobody. Miarg stopnia
dopasowania zalezno$ci regresyjnej do danych doswiadczalnych bedzie wspotczynnik

determinacji R?, zdefiniowany i interpretowany podobnie jak dla regresji liniowe;.

5.3. Estymacja wspolczynnikow modeli nieliniowych

Uktad réwnan (5.4) najczeéciej nie ma rozwigzania analitycznego. Dlatego tez
rozwigzania poszukuje si¢ za pomocg metod iteracyjnych. Wybierajac wektor b, jako wektor
startowy dazy si¢ do tego, aby otrzymac ciagg ocen (b, ..., by, by, ...) spelniajacy dla kazdego
[ warunek:

S(b,.,) < S(b)). (5.8)

Polega to na korygowaniu kolejnych przyblizen ocen wspotczynnikow o pewien wektor:

v,=4d,, (5.9)

spetniajacy warunek:
Sh,+4d,) < S(b,), (5.10)
gdzie A jest liczba okre$lajaca dtugos¢ kroku a d; jest wektorem okreslajagcym kierunek

poszukiwan. Poszukuje si¢ zatem takiego kierunku wyznaczonego przez wektor d;, aby
funkcja S(b, + Ad,) byla funkcja malejaca wzgledem A. Pochodna funkcji kryterium:

aIS(b, + Ad,)] {as }T{a(b, +/1d,)}

oA ob, oA
musi by¢ wobec tego mniejsza od zera:
T
0
95 d,<0. (5.11)
ob,

oS
Oznaczajac gradient funkcji 5. =g,, warunek (5.11) przyjmie postac:
1

g'd <0. (5.12)
Definiujac wektor d; jako:
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d=-Pg,, (5.13)

gdzie P; jest dowolng macierza kwadratowa dodatnio okreslong, forma kwadratowa wektora
g; o macierzy P; bedzie spetniac relacje gZT P, g, > 0 dla kazdego wektora g; .

Kolejne przyblizenie wektora ocen wspdtczynnikéw moze by¢ przedstawione w postaci:

b, =b,-4Pg,, (5.14)

gdzie A; jest dtugoscia kroku w [-tej iteracji, P; dowolng macierza dodatnio okreslona, g
gradientem funkcji kryterium.

Poszczegblne metody gradientowe poszukiwania ekstremum funkcji kryterium réznig
si¢ przede wszystkim postacig macierzy P;.

Metoda najszybszego spadku
Jest to najprostsza metoda gradientowa, w ktérej za P; przyjmuje si¢ macierz

jednostkowa I, wéwczas:
b, =b,+4¢g, . (5.15)

Dhugos¢ kroku A; mozna okresli¢ aproksymujac funkcje S(b) funkcja kwadratowa
i minimalizujac ja na kierunku g;. Wada metody jest niezmienniczo$¢ macierzy P w kolejnych
iteracjach, co nie pozwala na biezace korygowanie ocen wspotczynnikow w zaleznosci od
postaci funkcji kryterium.

Metoda Newtona-Raphsona
Przeksztatémy wzor (5.3) w nastepujacy sposob:

Shy=e'e=(y-w'(y-w=y'y-yn-n'y-n'n=y'y-2n'y+n'n. (5.16)
Funkcja S(b) osigga ekstremum, gdy jej pochodna jest rowna wektorowi zerowemu:

g:agib—)az Z'y+2Z'=-2Z2Z"(y-w=0, .17
on(x,b)

T

gdzie Z = jest macierzg o wymiarach [n * m].

W metodzie Newtona-Rapsona przyjmuje si¢, ze macierz P, =H™', gdzie macierz H

jest hesjanem funkcji kryterium:
on(x,;,b)

( i (X,"b))
05S(b) og » | 06 OB o
- =5 =) ZTZ—ZZ .......................... , (5.18)
ob 0Ob ob in1 Gn(xi,b)( (x..b))
ob, ob’ ! T
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2

o'n
ob ob’

p

gdzie jest m wymiarowym wektorem pochodnych czastkowych funkcji

on(x;,b)/0b, wzglgdem m elementow wektora b". Macierz w nawiasie klamrowym, ktorej

pierwszy i ostatni wiersz pokazano, ma wymiary (m*m).
Kolejne przyblizenie wektora ocen wspdtczynnikdw moze by¢, zatem przedstawione
W postaci:
b,,=b-4H'g, . (5.19)

Po uwzglednieniu wzoru (5.17) zalezno$¢ (5.19) przyjmie postaé:

b, =b,—4H"*[2Z" (y—n)] . (5.20)

1+1

Jesli estymowana funkcja 7(x,,B) jest liniowa, to funkcja kryterium jest funkcja
kwadratowa 1 powyzszy wzor pozwala uzyska¢ rozwigzanie w jednej iteracji przy dtugosci
kroku A =I1. Jezeli jednak funkcja S(b) nie jest kwadratowa to musi by¢ stosowana iteracyjna
procedura optymalizacji. Powaznym utrudnieniem w stosowaniu metody Newtona-Raphsona
jest konieczno$¢ obliczania hesjanu, czyli pochodnych drugiego rzgdu funkcji kryterium.
Hesjan moze nie by¢ dodatnio okreslony i woéwczas proces iteracyjny moze prowadzi¢ do
punktu, w ktorym funkcja nie osigga minimum lub proces moze by¢ rozbiezny.

Metoda Gaussa-Newtona

Metoda ta jest uproszczeniem metody Newtona-Raphsona uzyskanym przez
aproksymacje hesjanu funkcji kryterium za pomoca pierwszego sktadnika sumy (5.18) i
wtedy mozna uprosci¢ wzor (5.20) do postaci:

b

1+1

=b, - 4,27 Z]" *[22" (y-m)1. (5.21)

Jezeli w otoczeniu punktu b; funkcja 7(x;,pB) nie odbiega zasadniczo od funkcji liniowej to

taka aproksymacja nie jest obarczona zbyt duzym biedem, a metoda dos¢ efektywna. Z po-
rownania wzoréw (5.14) i (5.21) wynika, ze macierz P; w tej metodzie ma postac:

p=pz’z]". (5.22)

Metoda Marqurdta
Metoda jest modyfikacja metody Gaussa—Newtona polegajaca na wykorzystaniu faktu,

ze macierz P, +y, P, jest zawsze dodatnio okreslona, jesli macierz P, jest dodatnio

okreslona 1 stata y, jest wystarczajaco duza. Macierz P bgdzie miata postac:
P=[2Z"Z+y,P]". (5.23)

Najczeéciej przyjmuje sie P, =1. Jesli stata y, jest bliska zeru, to metoda Marquardta
jest bliska metodzie Gausa-Newtona. Im y, jest wigksze, tym bardziej metoda Marquardta

odpowiada metodzie najszybszego spadku. Postugujac si¢ czynnikiem y, mozna mody-
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fikowaé hesjan funkcji kryterium i rozpatrywa¢ metod¢ Marquardta jako wariant metody
Newtona-Raphsona. Nalezy podkresli¢, ze metoda Marquardta pozwala wyznaczy¢ minimum
funkcji kryterium w przypadkach, gdy wczesniej opisane metody zawodza, np. przy niezbyt
dobrze okreslonych wartos$ciach poczatkowych.

Metody zmiennej metryki

W algorytmie Newtona-Raphsona do poszukiwania wartosci wektora ocen wspot-
czynnikéw b zapewniajacych minimum niekwadratowej funkcji kryterialnej S(b) nalezy
w kazdej iteracji wyznaczy¢ macierz odwrotna jej hesjanu H' . Jest to do$¢ trudne zwlaszcza
w przypadku duzej liczby zmiennych. Metody optymalizacji, w ktorych macierz P jest
przyblizeniem macierzy odwrotnej hesjanu, zwane s3 metodami quasi-newtonowskimi lub
metodami zmiennej metryki. Stosuje si¢ nastepujace przyblizenie:

H' ~oP

[+1 +1 °

(5.24)

przy czym:
P. =P +AP, , (5.25)

za$ o jest wspoOlczynnikiem liczbowym zwanym wspotczynnikiem skali. Poszczeg6lne
algorytmy oparte na metodach quasi—-newtonowskich réznig si¢ miedzy soba sposobem
wyznaczenia macierzy AP; . Ogolnie przyjmuje si¢, ze macierz:

1 r/ _ P Ag, z

AP, , (5.26)

o r/ Ag, z, Ag,
gdzie:
¢, =b,, b,
Ag, =8, — 8
r; 1z — dowolne niezerowe wektory.
Na przyktad, w metodzie Davidona-Fletchera-Powella w pierwszej iteracji stosuje si¢
P, =I. W nastgpnych iteracjach przyjmuje si¢:
w=1, r,=c,, z,=P Ag,.

Woéwcezas zgodnie z wzorem (5.26) macierz korekcyjna:

AP, = ¢ _P ATg’ Ag P (5.27)
¢, Ag, Ag, P, Ag,
Waznym elementem algorytmu jest odnowa rozumiana jako podstawienie P; = I, co
prowadzi do wykorzystania kierunku najwiekszego spadku. Odnowe przeprowadza si¢
wowczas, gdy wyznaczony w kolejnej iteracji kierunek nie jest kierunkiem poprawy oraz gdy
od ostatniej odnowy wykonano 2m+1 iteracji.

Metody gradientowe sa efektywne, lecz czgsto moga zawodzi¢ w przypadku nie-
regularnej funkcji kryterium. Wtedy moze by¢ bardziej korzystne, skorzystanie z ktorejs
zmetod bezgradientowe] optymalizacji. W metodach bezgradientowych do wyznaczenia
warto$ci optymalnych wystarczy znajomos$¢ funkcji kryterium w poszczegolnych punktach.
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Metoda Hooke’a-Jeevesa

Na wstepie wyznacza si¢ ortogonalng baze &, &, ..., &m oraz dlugos¢ kroku A > 0.
Kierunki &;, &, ..., &m najczgéciej sa wersorami uktadu wspotrzednych kartezjanskich.
W kazdej iteracji wystepuja dwa etapy obliczen: probny i roboczy. W etapie probnym bada
si¢ warto$ci funkcji kryterium w niewielkim otoczeniu wektora ocen b;, poprzez wykonanie
probnych krokow o dlugosci A we wszystkich kierunkach ortogonalnej bazy i poszukuje si¢
kierunku, w ktorym wystepuje minimum funkcji kryterium. W etapie roboczym przechodzi
si¢ do nowego punktu by, ; bedacego kolejnym przyblizeniem wektora ocen wspotczynnikéw
w kierunku wyznaczonym w etapie probnym, wokot ktorego bedzie realizowany kolejny etap
probny. Jezeli w trakcie etapu probnego nie uzyska si¢ zmniejszenia funkcji kryterium,
powtarza si¢ etap probny ze zmniejszong dlugoscig kroku A, az zostanie spelniony warunek
A < g, gdzie ¢ jest doktadnoscia obliczen.

Metoda Rosenbrocka

Podobnie jak w metodzie Hooke’a-Jeevesa na poczatku okresla si¢ ortogonalng bazg &,
&2, ..., &m oraz wektor wspotczynnikow kroku A = [Ay, Ao, ..., An] . W kazdej iteracji wykonuje
si¢ kolejne kroki probne we wszystkich kierunkach ortogonalnej bazy. Dtugos¢ kroku préob-
nego w kierunku &, réwna jest odpowiedniej wspotrzednej wektora kroku A,,. Jezeli w wy-
niku wykonania kroku w kierunku &, wystgpuje zmniejszenie wartosci funkcji kryterium to
odpowiadajacy mu wspotczynnik kroku A, jest zmieniany zgodnie z wzorem A, = o A, o0 > 1.
W przeciwnym przypadku warto$¢ tego wspolczynnika przyjmuje si¢ A, = — v Ap, ye (0, 1).
Jezeli w trakcie krokow probnych znaleziono przynajmniej jeden krok, w ktérym uzyskano
zmniejszenie wartosci funkcji kryterium, to wykonywana jest kolejny iteracja, przy tej same;j
bazie.. W przeciwnym przypadku sprawdza si¢ podstawowe kryterium stopu, czy A, = ¢, dla
p=1,2, .., m W przypadku niespetnienia tego kryterium obraca si¢ uktad wspdirzednych, w
celu otrzymania nowego uktadu kierunkéw bazowych &, &, ..., Em, uwzgledniajac te kierunki
dotychczasowej bazy, dla ktorych otrzymano zmniejszenie wartosci funkcji kryterium w po-
przednich iteracjach.

Metoda sympleksowa
Metoda sympleksowa zwana inaczej metoda Nelder-Meada polega na przemieszczaniu
m-wymiarowego sympleksu okreslonego przez m+1 punktow b;:

b, =(b,.b,,....b,,),

nalezacych do hiperpowierzchni optymalizowanej funkcji, w ten sposob, aby przesuwal si¢ on
w kierunku minimum. Decyzje o nowym potozeniu punktow podejmowane sg na podstawie
wartosci funkcji kryterium w aktualnych punktach, rys. 5.1.
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Rys. 5.1. Tlustracja dziatania metody sympleksu w przestrzeni dwuwymiarowej, m = 2

W kazdej iteracji zmieniane jest potozenie tylko jednego punktu, tego, w ktéorym
warto$¢ funkcji kryterium jest najwieksza (najgorszego punktu sympleksu). Niech liczby F,
oznaczajg wartosci funkcji w punktach b;. Punkt w ktorym warto$¢ funkcji kryterium jest
najwieksza oznaczono przez b,. Punkt, w ktorym warto$¢ funkcji jest najmniejsza oznaczono
przez by. Srodek symetrii sympleksu (rodek ciezkosci sympleksu z pominietym punktem b,)
oznaczono przez b :

b=—>b,. (5.28)

Idea metody polega na kolejnych przeksztatceniach sympleksu (rys. 5.2) za pomoca
czterech operacji:
— odbicia, punkt bedacy odbiciem punktu b, okreslony jest wzorem:

b,=b+a(b-b,), (5.29)

gdzie: a > 0 — wspotczynnik odbicia,
— rozciagnigcia, punkt b, zastgpiony zostaje przez punkt by

b.=yb, +(1-»)b, (5.30)

gdzie: y >1 — wspotczynnik rozciagnigcia,
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Rys. 5.2. Przeksztalcenia poczatkowego sympleksu (oznaczonego grubg linig) za pomocg operacji: a) odbicia,

b) rozciaggnigcia, ¢) splaszczenia, d) kontrakcji

— splaszczenia, punkt b, zastapiony zostaje przez punkt b, lezacy migdzy punktami b, i
b:

b, =pb,+(1-5b, (5.31)

gdzie: 0 < 3 < 1 — wspoélczynnik sptaszczenia,
— kontrakcji, wszystkie punkty, oprécz punktu by, w ktorym funkcja ma najmniejsza
warto$¢, zostajg przesuniete do srodkow odcinkow taczacych je z punktem by:

b,=(,+b,)/2 , [#h. (5.32)

Poczatkowy sympleks tworzony jest wokot punktu startowego b, przez zmiang
wspotrzednych o 10% . Rodzaj dalszych przeksztatcen okresla si¢ wg nastepujacych zasad:

1) jezeli F4 < Fy, to najpierw probuje si¢ przeksztatci¢ sympleks za pomoca operacji
rozciggania. Jezeli w jej wyniku otrzyma si¢ F; < F, to zostaje ona wykonana, w przeciwnym
przypadku (F; > F,) wykonuje si¢ operacje¢ odbicia,

2) jezeli Fq > Fg1 1 Fyq < F, to wykonuje si¢ przeksztalcenie odbicia (gdzie Fy; oznacza
punkt, w ktérym funkcja ma drugg co do wielkosci wartos¢). W przeciwnym przypadku
sympleks nie ulega zmianie. Nast¢pnie probuje sie¢ podda¢ sympleks operacji sptaszczenia.
Jezeli w jej wyniku wartos¢ funkcji w punkcie by nie jest mniejsza niz w punktach b, i b to
operacji splaszczenia nie wykonuje si¢, a zamiast niej wykonuje si¢ operacj¢ kontrakcji.

Przedstawione procedury poszukiwania ekstremum funkcji nieliniowych nie zapewniajg
Ww sposob automatyczny uzyskania zbiezno$ci procesu iteracyjnego, ze wzgladu na mozliwo$¢
istnienia wiecej niz jednego minimum funkcji kryterium oraz z powodu zmieniajacego si¢
ksztattu funkcji w roznych punktach przestrzeni. Dlatego bardzo duze znaczenie ma
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wybor warto$ci poczatkowych (startowych) wspotczynnikow oraz taka modyfikacja macierzy
P i dlugosci kroku A, aby zapewni¢ zbiezno$¢ procesu.
Proces iteracyjny optymalizacji mozna zakonczy¢, gdy wystapi:
1) ustabilizowanie si¢ warto$ci funkcji kryterium:

S, )-Shb)|<e, (5.33)
| I+1 ! |

gdzie ¢ jest przyjeta dodatnig liczbg bliskg zeru, np. 0,00001 nazywana wspotczynnikiem
zbieznosci,
2) ustabilizowanie si¢ warto$ci ocen wspotczynnikow:

b, —b,| <&, (5.34)

gdzie €, podobnie jak w poprzednim przypadku jest przyjetym wspotczynnikiem zbieznosci.

Technicznym warunkiem zakonczenia procesu iteracyjnego moze by¢ takze wykonanie
zatozonej liczby iteracji bez spelnienia zadnego z powyzszych kryteriow. Moze to oznaczac,
Ze poruszano si¢ w obszarze rozwigzan oddalonych od minimum funkcji kryterium i nalezy
powtdrzy¢ proces iteracyjny zmieniajac wartosci poczatkowe ocen wspotczynnikow lub
zwigkszy¢ liczbe iteracji, jesli zbieznos¢ jest zbyt wolna.

Stosowanie regresji nieliniowej wymaga wyboru odpowiedniego modelu zaleznosci na
podstawie doktadnej analizy teoretycznej badanego zjawiska. Wybdor modelu jest decyzja
merytoryczng, wynikajaca z badanego zjawiska, a nie statystyczng. Podobnie wybor
wlasciwych warto$ci poczatkowych wspotczynnikdw wynika z wlasno$ci badanego zjawiska
i proponowanego modelu. Przy istnieniu trudno$ci w okresleniu ,,prawidlowych” warto$ci
poczatkowych, =zaleca si¢ wykona¢ estymacje dla kilku wartosci poczatkowych
rozmieszczonych rownomiernie w przestrzeni wspotczynnikéw. Jezeli w wyniku tych kilku
estymacji otrzyma si¢ rézne wyniki, jako rozwigzanie przyjmuje si¢ to, dla ktérego wartos¢
funkcji kryterium ma najmniejszg warto$¢ oraz otrzymane wartosci wspotczynnikow maja
sens.

Aby uniknaé probleméw numerycznych w obliczeniach, zaleca si¢ tak przeskalowac
dane, aby warto$ci liczbowe byly nie mniejsze niz 10 * i nie wigksze niz 10**.

5.4. Obliczenia programem STATISTICA

W programie STATISTICA do estymacji nieliniowych zaleznosci regresyjnych stuzy
modut Estymacja nieliniowa. Pozwala on na estymacje wspotczynnikow roéznych typow
zalezno$ci regresyjnych przy pomocy metody najmniejszych kwadratéw lub dowolnej innej
okreslonej przez uzytkownika. Najczesciej spotykane modele nieliniowej regresji zostaty
wstepnie zdefiniowane. Modele te obejmuja regresje logit 1 probit, model regresji
wyktadniczej oraz regresji segmentowej. Modul Estymacja nieliniowa wykorzystuje
domys$lnie jako funkcje kryterium (straty) metode najmniejszych kwadratow. Jednak
uzytkownik ma mozliwos¢ okreslenia dowolnej funkcji straty 1 wykona¢ estymacje, np.
metoda bezwzglednych odchylen, metoda wazong najmniejszych kwadratéw, czy metoda
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najwigkszej wiarygodnos$ci, itd. Istnieje mozliwos¢ wyboru odpowiedniej procedury
estymacji umozliwiajacej otrzymanie stabilnych ocen wspotczynnikow. Modul zgtasza si¢
oknem Estymacja nieliniowa, w ktérym mozna wybra¢ odpowiedni model zaleznosci
nieliniowe;j:

Estymacja nieliniowa

‘ oK ‘
Ii Reqresja loqgistyczna

Q Reqresja probit ‘

Igﬂeqresia wykladnicza
|7~ Regresija seqmentowa

Anuluj ‘

] .

‘E‘-’ Otwirz dane ‘
SELECT

Wl s \ \& w |

Rys. 5.3. Okno Estymacja nieliniowa

— Regresja uzytkownika — uzytkownik moze wprowadzi¢ dowolng posta¢ zaleznosci
regresyjnej 1 funkcji kryterium (straty);

—Regresja logistyczna— przyjmuje si¢, ze zmienna zalezna y moze przybiera¢ wartosci
z przedziatu (0, 1). Model zaleznos$ci okreslony jest wzorem:

_oexp(fBy + Bix +A + Bx)
Cl+exp(By + Bix, +A + Box,)

(5.35)

— Regresja probit — umozliwia oszacowanie parametrow rozkladu normalnego 11 6 na
podstawie wartosci probitow;
—Regresja wykladnicza — estymowana jest nastgpujaca zalezno$¢ regresyjna:

y=c+exp(f, +fBx, + Box, +A + S, x,), (5.36)
metoda najmniejszych kwadratow.
— Regresja segmentowa— bedzie estymowana zalezno$¢ odcinkami liniowa, okre$lona
wzorem:

y=Boy + Bix; + By %, + A+ Bx ) ¥ (Y <)+ (B, + Bioxy + Brxy + A+ Biox ) *(y>0)

Zatem beda estymowane dwa oddzielne rownania regresji liniowej; jedno dla warto$ci
zmiennej zaleznej y, ktore s3 mniejsze lub rowne wartosci ¢ (punktowi przetamania), a drugie
dla tych wartosci y, ktére sag wigksze od tego punktu metodg najmniejszych kwadratow. Aby
estymowa¢ model z punktami nieciggtosci dla zmiennych niezaleznych nalezy uzy¢ opcji
Regresja uzytkownika.

Po wyborze tej opcji otwiera si¢ okno Funkcja regresji okreslona przez uzytkownika
przedstawione narys. 5.4.
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Funkcja regresji okreélona przez uzytkownika

| | Funkcja estymowana i funkcja straty ‘ | OK! |

Strata: brak

Brakujgce dane:|Usuwane przypadkami E“

Rys. 5.4. Okno Funkcja regresji okreslona przez uzytkownika

W celu wprowadzenia funkcji regresji 1 funkcji straty nalezy nacisngé przycisk
’Funkcja estymowana i funkcja straty | Otwiera si¢ wowczas okno pokazane na rys. 5.5.

W goérnym oknie wpisujemy proponowane rownanie regresji wedtug ogolnej zasady, ze
po lewej stronie znajduje si¢ zmienna zalezna, a po prawej stronie podane jest wyrazenie
obejmujace zmienne niezalezne 1 wspoOlczynniki. Zmienne moga by¢ wprowadzane przez
podanie ich numeru w arkuszu danych (np. vl, v2,...) lub przez podanie ich specyficznych
nazw. Przycisk pozwala na obejrzenie zmiennych wystepujacych w arkuszu
danych. Nazwy zmiennych mozna wpisywaé zarowno wielkimi jak i matymi literami.
Wszystkie nazwy wystepujace w wyrazeniu, ktore nie zostang przez program rozpoznane jako
nazwy zmiennych lub jako zastrzezone stowa kluczowe, zostang zinterpretowane jako
wspotczynniki.

Sktadnia rownan regresji jest zgodna ze standardowg notacja wyrazen i obejmuje
nastgpujace operatory i funkcje:

— operatory:
arytmetyczne: +, —, *, /, ** lub * (potegowanie)
relacyjne: <, >, >=, <=, <>
logiczne: AND (&), OR (|), NOT (~)

— funkcje:

Abs(x) — warto$¢ bezwzgledna x
arcsin(X) — arcus sinus X

cos(X) — cosinus X

exp(x) — e do potegi x

log(x) — logarytm naturalny z x

log2(x) — logarytm o podstawie 2 z x
log10(x) — logarytm dziesigtny z x

{ +1,jeslix>0

sign(x) — signum X: 0,jeslix=0

1, jeslix <0

sin(X) — sinus x

sinh(x) — sinus hiperboliczny x
sqrt(x) — pierwiastek kwadratowy z x
tan(x) — tanges x

trunc(x) — czg$¢ catkowita liczby x
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Funkcja estymowana i funkcja straty m

Estymowana funkcja: ‘ oK |
w=b1+(0,49-b1y*exp(-b2*{b3})
| | Anuluj |
‘E’" Otworz |
Funkcja straty:
L = |(OB5-PREDy**2 [ ] ‘ Zapisz jako |
‘@ Zmienne |

Estymowana funkcja: 'zmienna zaleina' = wyrazenie; np. wZ=constant+param™y3
Funkcia straty: L =wyrazenie; np.: L=(obs-pred)=?

Foprawne operatory: + - % %} £ > = 4= O =

Do zmienmych odwolujemy sie przez nazwe lub numer, np.w3=b1%4 lub
Wezystkie nierozpoznane nazwsy to parametry, np.w3=const+parsd

Korzystamy ze standardowe] lub naukowe] notacji, np.. w3=b1%1/3e+2

State: Fi=3.14.; Euler=271.. np. v3=b*Eulerv3

Funkcie:  abs arcsin cos exp log log2 logl0 sign sin sinh sgrt tan
Operatory logiczne:  true=1, false=0; np.: w2=b1%3* WA <0)+b 2531 2=0)

W iunkcji straty: PRED = wanosc preewidywana, OBS = wartosc obserwowana
Domyélna funkcja straty 'najmniejszych kwadratdw! to; L=(0BS-FREDY™2
Fraykiad 1:  Awaria=exp(b0+b1*Sita) L=wE50OBS-FPRZEW) "2

Fraykiad 2. wd=exp(a+b1™4)/(1+expla+b1*4))  L=‘Wagaabs(OB5-PRED™Z

Rys. 5.5. Okno Funkcja estymowana i funkcja straty

W oknie dolnym wpisuje si¢ funkcje straty wedtug tych samych zasad, jakie obowigzuja
przy wpisywaniu rownania regresji. Dodatkowo dostepne sa dwa stowa kluczowe Pred i Obs,
ktére umozliwiaja odwotanie si¢ do odpowiednich wartos$ci przewidywanych i obserwo-
wanych zmiennej zaleznej. Na przyktad domyS$lana funkcja straty metody najmniejszych

kwadratow jest okreslona jako:
L =(Obs — Pred) **2.

Rownania okreslajace funkcje regresji 1 funkcje straty mogg by¢ zapisane w pliku po
nacis$nigciu przycisku . Plik zapisany jest w standardowym formacie tekstowym
i moze by¢ edytowany dowolnym edytorem. Zapisang funkcj¢ regresji i funkcje straty mozna
wykorzysta¢ po nacis$nieciu przycisku .

W oknie Brakujace dane podaje si¢ sposob postgpowania z brakujacymi danymi.
Brakujace dane moga by¢ usuwane przypadkami lub zastgpowane Srednimi odpowiednich
zmiennych. Po zdefiniowaniu modelu regresji i naci$ni¢ciu przycisku OK otworzy si¢ okno
Procedura estymacji (rys. 5.6), umozliwiajace wybor metody estymacji, liczby iteracji,
kryterium zbieznosci, itd.

W polu Metoda estymacji okresla si¢ rodzaj procedury estymacji jaka ma byc¢
zastosowana. Mozna wybra¢ jedng z nastepujacych metod:

— quasi—Newtona,

— sympleksu,

— sympleksu 1 quasi-Newtona,

— Hooke’a—Jeevesa przemieszczania uktadu,

— Hooke’a—Jeevesa i quasi-Newtona,
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— Rosenbrocka poszukiwania uktadu,
— Rosenbrocka i quasi—-Newtona.

Procedura estymacji m
Model to: y=bl+(0.49-bl)*expi(-bZ*(x-b3})

Licgba estymowanych parametrow: 3

Funk. straty: (0BS-PRED)*%2

Zmienna =zalezna: T

Zmienne niezalezne: .t

Braki danych usuwano przypadkami

Liczba waznych przyp.: 44

Meindﬁgstymﬁﬁjii|quasi—Newtuna E“ 0K

W Asymptotyczne bledy standardowe -
O Eta dla aproks. skoncz. roznic, 1.E- I:IE
Maksymalna liczba iteracji: E
Kryterium zbieznosci: E ‘m Srednie i odchylenia standardowe |

|?&>1 Wartosci poczgtkowe: ‘_1 dla wszystkich

Wykres macierzowy ogdlu zmiennych |

| Tl Wstepna diugosc kroku ‘_5!] dla wszystkich ‘ Wykres ramkowy ogolu zmiennych |

Rys. 5.6. Okno Procedura estymacji

Poniewaz metody sympleksu, Hooke’a-Jeevesa i Rosenbrocka sa mniej wrazliwe na
minima lokalne, mozna stosowac ktora$ z tych metod razem z metoda quasi-Newtona. Jest to
szczegolnie polecane, gdy nie ma pewnosci, co do wlasciwych wartosci startowych
(poczatkowych) estymacji. W tym przypadku pierwsza metoda pozwala na okreslenie
wstepnych warto$ci wspotczynnikow, ktore nastgpnie sa wykorzystywane w metodzie quasi-
Newtona.

Opcja Asymptotyczne bledy standardowe udostepnia ocene odchylen standardowych
estymatoréw wspotczynnikow 1 macierz kowariancji estymatordw wspotczynnikéw. Macierz
kowariancji jest estymowana za pomocg macierzy odwrotnej hesjanu. Hesjan 1 asymptotyczne
odchylenia standardowe wspotczynnikow obliczane sa przez aproksymacje¢ ilorazu
réznicowego.

Opcja Eta dla aproksymacji skoncz. roznic jest dostepna, gdy zaznaczono opcje
Asymptotyczne bledy standardowe.

Maksymalna liczba iteracji — pozwala okresli¢ maksymalng liczbe iteracji, ktora ma
by¢ wykonana.

Kryterium zbieznosci — umozliwia okreslenie wspotczynnika zbiezno$ci.

’Wartoéci poczqtkowe‘ —umozliwia wprowadzenie wartos$ci startowych
(poczatkowych) wspotczynnikow. Domyslne wartosci poczatkowe wszystkich wspodiczyn-
nikow sa rowne 0,1.
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’Wstgpna dlugo$é kroku‘ — umozliwia wprowadzenie warto$ci poczatkowych dtugos$ci
kroku dla kazdego wspotczynnika lub jedng wspolng dla wszystkich. Domys$lne wartosci
dtugosci kroku wynosza:

— 0,5 dla metody quasi-Newtona,

— 1,0 dla metody sympleksu i Rosenbrocka,

— 2,0 dla metody Hooke’a-Jeevesa.

\Srednie i odchylenia standardowe\ — obliczane sg $rednie arytmetyczne i odchylenia
standardowe dla wybranych zmiennych.

\Wykres macierzowy ogoéhu zmiennych\ — przedstawiona zostaje macierz wykresow
rozrzutu wszystkich zmiennych wybranych do analizy.

‘Wykres ramkowy ogoélu zmiennych‘ — zostaja utworzone wykresy ramkowe z wasami

dla zmiennych wybranych do analizy.

Po wyborze metody estymacji, wartosci poczatkowych oraz pozostatych parametrow
i naci$nieciu przycisku OK rozpocznie si¢ proces estymacji. W oknie Estymacja
parametréw podawane sg dla kazdej iteracji aktualne wartosci funkcji straty 1 wartosci ocen
wspotczynnikow (rys. 5.7).

Estymacja parametrow m
Iteracia Str. Parametry
* 147 . 0O4398 .389253 .097876 T7.88301
* 148 . DOY39T .389589 .098%42 T.88112
* 149 . DOY39T .389621 .099121 T7.88530
* 150 . DOY39T .389630 .099161 T.88676
* 151 . DOY39T .389627 .099155 T7.88661
* 152 . DOY39T .389628 .099156 T.88662
* 153 . DOY39T .389628 .099156 T.88662
Proces estymacji osiggngl zbieznosé Anuluj ‘ ‘ 0K

Rys. 5.7. Okno Estymacja parametrow

Proces estymacji nieliniowej regresji wymaga zebrania obszernej informacji o naturze
badanego obiektu i mozliwej zalezno$ci mig¢dzy zmiennymi. Utatwi to wybdr modeli
zaleznosci oraz warto$ci poczatkowych wspotczynnikow, ktore beda na tyle bliskie
warto$ciom rzeczywistym, ze proces iteracyjny bedzie zbiezny. Proces estymacji zalezno$ci
nieliniowej obejmuje zwykle nastepujace kroki:

1) wykonuje si¢ estymacj¢ metoda sympleks przy zadanych wartosciach poczatkowych
wspotczynnikow oraz przy domyslnych wartosciach dtugosci krokéw 1 kryterium zbieznosci.

2) jezeli procedura iteracyjna nie osiggnie zbiezno$ci zmienia si¢ kryterium zbieznoS$ci
na 0,1 1 probuje si¢ zrealizowac proces estymacji z rdznymi warto§ciami poczagtkowymi oraz
zmniejsza si¢ dlugosci krokoéw. Jezeli w trakcie obliczen wystepuja bardzo duze warto$ci
funkcji straty (np. 1E+37), wskazuje to na rozbiezno$¢ procesu estymacji, i wowczas nalezy
zmieni¢ wartosci poczatkowe.

3) Jezeli poprzednie zabiegi nie przyniosty rezultatu, wykorzystuje si¢ metod¢ Hooke’a-
Jeevesa, a na koncu metode Rosenbrocka.
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4) jezeli nie ma pewnosci, co do wlasciwych wartosci poczatkowych, mozna taczy¢ metody
estymacji sympleks, Hooke’a-Jeevesa lub Rosenbrocka z metoda quasi-Newtona. W tym
przypadku pierwsza metoda okresla wstgpne wartosci wspodtczynnikow, ktore zostang
wykorzystane w metodzie quasi-Newtona.

Po pomys$lnym zakonczeniu procesu estymacji, nacisnigcie przycisku OK, spowoduje
otwarcie okna Wyniki (rys. 5.8), w ktérym podane sg sumaryczne wyniki analizy regresji
oraz dostepne s3 nastepujace opcje do przegladania szczegdtowych wynikow:

Wyniki [X]
Model to: w=bl+(0.49-bl)Fexp(-b2*(x-b3)]
Zmienna zalezna: T Znienne niezalezZne: 1

Funkecja straty: (0E3-PRED)*%2
Wart.koficowa: 004926325

Wartosci przewidywane wz. obserw.

Wartosci przewidywane wz. resztowych

Udziat wariancii wyjasnionei: . 873495106 R = .934511207
| Parametry i bledy standardowe | ‘ Dopasowana funkcja 2¥ i wart. obserw. QK
Kow._fkorelacje parametrow | ‘L::.'/ Dopasowana funkcja 3V hwart. obserns. ‘ Anuluj
O Skaluj btad sredniokwadratowy do 1 [TH Rozktad reszt
|ﬁ Wartosci resztowe | B MNormalny wykres prawdopodob. reszt
|ﬁ Wart. przewidywane | ‘
|ﬁ Wartosci obserwowane | ‘
|

|ﬁ Srednie i odchylenia standardowe

|ﬁ Roznica (poprzedni model)

B  wwykres macierzowy ogolu zmiennych

|
|
|
Falnormalny wykres prawdopodob. ‘
|
|
|
|

Zapisz wart. przewidywane i reszty | ‘im Wykr. ramkowy ogodlu zmiennych

Rys. 5.8. Okno Wyniki

ﬂ’arametry i bledy standardowe‘ — otrzymuje si¢ tabele zawierajacg wyestymowane
wspétczynniki oraz, jezeli w poprzednim oknie dialogowym zaznaczono opcje
Asymptotyczne bledy standardowe, odchylenia standardowe estymatoréw wspotczynnikow,
wartos$ci statystyk t 1 poziomy istotnosci p.

‘Kow./Korelacje Parametr(')w‘ — otrzymuje si¢ macierz kowariancji i korelacji estyma-
torow wspotczynnikéw. Opcja jest dostgpna, gdy w oknie Procedura estymacji zaznaczono
opcje Asymptotyczne bledy standardowe.

WartoSci resztowe\ — podawane sg wartosci reszt dla kazdego przypadku.

Wart. Przewidywane‘ — podawane sg wartos$ci przewidywane dla kazdego przypadku.
‘Wartosci obserwowane\ — podawane sg wartosci obserwowane dla kazdego przypadku.
Srednie i odchylenia standardowe\ — podawane sg $rednie arytmetyczne i odchylenia
standardowe dla wskazanych zmiennych.

‘Réinica (poprzedni model)‘ — opcja jest dostepna tylko w przypadku regresji logit
i probit, gdy aktualny model jest powigzany z modelem poprzednio estymowanym. Po-
wigzanie polega na tym, ze aktualny model r6zni si¢ od poprzedniego tylko tym, ze dotaczono
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lub usunigto z niego jedng lub wigcej zmiennych niezaleznych. W tym przypadku poréwnanie
stopnia dopasowania tych dwéch modeli ma sens.
\Zapisz wart. przewidywane i reszty\ — umozliwia zapisanie warto$ci przewidywanych

i reszt w aktualnym pliku danych.

[Dopasowana funkcja 2W i wart. obserw.
przewidywanych (0§ Y) wzglgdem dowolnej wybranej zmiennej niezaleznej (0§ Y).

[Dopasowana funkcja 3W i wart. obserw.
przewidywanych (0$ Z) wzgledem dwdch zmiennych niezaleznych (0§ X 1Y).

— otrzymuje si¢ histogram liczebnosci wartosci resztowych z zaznaczong
krzywa rozkltadu normalnego.

|N0rmalny wykres prawdopodob. reszd — wykres prawdopodobienstwa normalnego

— rysowany jest wykres rozrzutu wartosci

— rysowany jest wykres rozrzutu wartosci

pozwala na wizualng ocen¢ zgodnos$ci rozktadu wartosci resztowych z rozktadem normalnym.
‘Pélnormalny wykres prawdopodob. — potnormalny wykres prawdopodobienstwa

tworzony jest identycznie jak wykres prawdopodobienstwa normalnego z ta r6znica, ze na osi
Y przedstawiona jest tylko dodatnia cze$¢ krzywej normalne;.

’\’Vartoéci przewidywane wz. obserw.
Y) wzgledem warto$ci przewidywanych (0§ X).

’\’Vartoéci przewidywane wz. resztowych‘ — wykres rozrzutu warto$ci reszt (0§ Y)

— wykres rozrzutu wartosci obserwowanych (o$

wzgledem wartosci przewidywanych (0§ X). Na podstawie tego wykresu mozna ocenié
adekwatno$¢ zalezno$ci regresyjnej. Jezeli zalezno$¢ jest adekwatna reszty powinny
rozktada¢ si¢ przypadkowo wokot wartosci zerowe;.

‘Wykres macierzowy ogolu zmiennych‘ — wykresy rozrzutu miedzy kilkoma

wskazanymi zmiennymi przedstawione w formie macierzy wykresow.
‘Wykr. ramkowy ogolu zmiennych‘ — wykresy ramkowe dla kilku wybranych

zmiennych.

Przyktad 5.1
Zawartos¢ chloru w pewnym produkcie (zmienna zalezna Y) maleje w miar¢ uptywu
czasu (zmienna niezalezna x). Przyjmuje si¢, ze zalezno$¢ ta moze by¢ opisana wzorem:

E(Y |x) = f3, +(0.49 = 5, ) exp(=f3,(x = f3,)) .

W wyniku obserwacji tego procesu otrzymano nastepujace dane doswiadczalne:

Czas
xi 18 10 |12 14 {16 (18 P20 P2 P4 [R6 P8 (30 B2 (34 (36 P8 40 W42
[ty ]
Zaw. 0,49 0,48 (0,46 0,45 0,44 0,46 0,42 0,41 0,42 0,41 0,41 0,40 (0,41 0,40 0,41 (0,40 0,39 (0,39
chlorul0,49 (0,47 (0,46 0,43 0,43 0,45 0,42 (0,41 0,40 0,40 0,40 0,40 (0,40 0,38 10,40
Vi 0,48 0,45 0,43 0,43 0,43 10,40 0,40 0,41 0,38

0,47 10,43
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Rozwigzanie

Dane zapisano w pliku CHLOR.doc w dwoch kolumnach nadajac im nazwy X 1 Y.
Z Przelgcznika modutow programu STATISTICA wybieramy modut Estymacja nieliniowa a
nastgpnie opcj¢ Regresja uzytkownika. W zglaszajacym si¢ oknie Funkcja regresji
okreslona przez uzytkownika naciskamy przycisk ‘Funkcja estymowana i funkcja straty‘ i

wprowadzamy funkcje¢ regresji i funkcje straty (stosujemy metod¢ najmniejszych kwadratow),
rys. 5.5. Przyjmuje si¢, ze brakujace dane begda usuwane przypadkami. Po naci$nieciu
przycisku OK otwiera si¢ okno Procedura estymacji, z podstawowymi informacjami o
dotychczas przyjetych ustaleniach, umozliwiajace wybér metody estymacii, rys. 5.6.
Procedura estymacji wymaga podania wartosci poczatkowych wspotczynnikow by, ba,
bs, od ktorych rozpoczyna si¢ poszukiwanie minimum funkcji S(b). Te poczatkowe wartosci
nie powinny znacznie odbiega¢ od poszukiwanego rozwigzania. Stad konieczna jest wstgpna
analiza danych umozliwiajaca odpowiedni wybor wartosci poczatkowych. W rozwazanym
przykladzie, w oparciu o dane literaturowe, jako warto$ci b;, by, bs przyjeto 1,0, 0,1, 6,0
i wprowadzono je po nacisnieciu przycisku Wartosci poczatkowe‘ . Jako metode estymacji

wybrano metode sympleksu i quasi—-Newtona. Z pozostatych opcji okna wybieramy:
maksymalna liczba iteracji — 700; kryterium zbieznosci — 0,0001; wstgpna dlugos$¢ kroku —
warto$¢ domyslng 1,00 jednakowa dla wszystkich wspotczynnikow oraz zaznaczamy opcje
Asymptotyczne bledy standardowe.

Po nacis$nieciu przycisku OK przechodzi si¢ do procesu estymacji, rys. 5.7. Gdy proces
estymacji osiggnie zbiezno$¢ naciskamy OK i przechodzimy do okna Wyniki (rys. 5.8),
w ktérym podane sa podstawowe informacje o rezultatach obliczen. W celu uzyskania
szczegotowych wynikéw wybieramy przycisk ‘Parametry i bledy standardowe‘ 1 otrzymuje

si¢ wyniki, ktore przedstawiono w tabeli 5.1.

Tabela 5.1

Wyniki nieliniowej regresji

Model: y=b1+(0,49-b1)*exp(—b2*(x—b3)) (CHLOR .sta)
Zmn. zal: (OBS—-PRED)**2
Konc. strata .004996825 R=.93461 Wyjasniona warian.: 87,350%

Bl B2 B3
Ocena 0,389628 0,099156 7,886617
Blad std. 0,004732 0,01603 0,551489
t(41) 82,34432 6,185628 14,30059
poziom p 0 2,36E07 1,57E-17

Oszacowaniami wspotczynnikow B, B2, B3 sa b;1=0,389628, b,=0,099156, b;=7,886617.
Estymowane rownanie regresji ma zatem postac:
Y =0,389628 + (0,49 — 0,389628) exp(—0,099156 (x — 7,886617)) .
Wspotezynnik determinacji R>=0,8735 (wyjasniona wariancja) ma warto$¢ $rednia, co
$wiadczy o niezbyt dobrym dopasowaniu zaleznosci do danych do§wiadczalnych. Moze to
wynika¢ z rozrzutu zmiennej zaleznej Y lub nieadekwatno$ci proponowanej zaleznosci.
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Obliczone wartoS$ci statystyki |t| znacznie przekraczaja warto$¢ krytyczng to osp, 41=2,019
dla 41 stopni swobody przy poziomie istotnosci o = 0,05. Nalezy wigc odrzuci¢ hipoteze
o nieistotnosci wspotczynnikow By, B, B3 . Swiadczq tez o tym wartos$ci p, ktore wszystkie sg
mniejsze od przyjetej wartosci poziomu istotnosci o.. Wyestymowang zalezno$¢ dobrze jest
przedstawi¢ na wykresie. Wybierajac przycisk |D0pasowana funkcja 2W i wart. 0bserw.|

otrzymuje si¢ wykres, rys. 5.9.

Z wykresu wynika, ze punkty odzwierciedlajace dane zaobserwowane generalnie
rozktadaja si¢ losowo wokot wyestymowanej zaleznos$ci, co moze swiadczy¢ o adekwatnos$ci
zaleznos$ci. Jednak wydaje sie, ze punkty oznaczone C17 i C18 odstajag znacznie od linii
regresji, co moze oznaczac, ze sg to wartosci odstajace (obarczone btedem).

Model: y=b1+0.49-b1}"expi-b2*(x-b3))
y=(0. 389627 +{0.49-(0.3896276)) "exp(-(0.0991555)(x-[7 BBEG 16}

050
2
0.48
046
0.44
. c25
0.42 o
o 36 33
o o)
- 32 O3 CAF a8
0.40 [} o s} o _
o
035 40
0.38 o o
0.36
10 14 20 25 30 ia) 40

X

Rys. 5.9. Wykres zaleznosci regresyjnej

Dokladniejsza analiz¢ mozna przeprowadzi¢ w oparciu o analiz¢ reszt. W analizie
regresji przyjeto zatozenie o odchyleniach losowych, Ze s3 one niezalezne, maja zerowa
warto$¢ oczekiwang, statg wariancj¢ 1 podlegaja rozktadowi normalnemu. Jezeli proponowany
model zaleznosci jest adekwatny, to reszty bedace realizacjami odchylen losowych powinny
wykazywac tendencje potwierdzajace poczynione zatozenia lub przynajmniej nie wykazywacé
sprzeczno$ci z zalozeniami.

W celu otrzymanie wykresu reszt w funkcji wartosci przewidywanych nalezy nacisna¢
przycisk \Wartoéci przewidywane wz. resztowych\ .
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Wartodci przewidywane wzgledem resztowych
0.040

0.025

0.010 © o o o

Resztowe
o
o
o

0.005 © . © o

-0.020 o

0.035
038 0.40 0.42 0.44 0.46 0.48 0.50

Przewidywane

Rys. 5.10. Wykres reszt wzgledem wartosci przewidywanych

Wykres nie wykazuje zadnych szczegélnych osobliwosci wskazujacych na nieadekwat-
no$¢ zalezno$ci. Potwierdza tez, ze punkty C17 1 CI8 odstaja od pozostalych i powinno
sprawdzi¢ si¢ czy w trakcie wykonywania doswiadczen nie popelniono biedu. Oceny stusznosci
zalozenia o rozktadzie normalnym odchylen losowych dokonamy na podstawie histogramu

liczebnosci reszt. W tym celu naciskamy przycisk i otrzymuje si¢ nastepujacy
wykres:

Rozktad liczebnosei

I obhserw.

0 —— Oczekiwana
-0.04 -0.03 -0.02 0.0 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 normalna

Rys. 5.11. Histogram liczebnosci reszt

Wykres nie wykazuje istotnych roznic, wskazujacych na sprzeczno$¢ z zatozeniem
o normalno$ci rozktadu.
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TABLICE STATYSTYCZNE

Tablica I
Wartosci krytyczne rozktadu t-Studenta
Liczba stopni | Poziom istotno$ci Posta¢ hipotezy alternatywnej
swobody, f a H;: H,: H;:

0,10 2,353 -1,476 1,476

3 0,05 3,182 -2,353 2,353
0,01 5,841 —4,541 4,541

0,10 2,132 -1,533 1,533

4 0,05 2,776 -2,132 2,132
0,01 4,604 =3,747 3,747

0,10 2,015 -1,638 1,638

5 0,05 2,571 -2,015 2,015
0,01 4,032 -3,365 3,365

0,10 1,943 —-1,440 1,440

6 0,05 2,447 —-1,943 1,943
0,01 3,707 —3,143 3,143

0,10 1,895 -1,415 1,415

7 0,05 2,365 —-1,895 1,895
0,01 3,499 —2,998 2,998

0,10 1,859 -1,397 1,397

8 0,05 2,306 -1,859 1,859
0,01 3,355 —2,897 2,897

0,10 1,833 -1,383 1,383

9 0,05 2,262 -1,833 1,833
0,01 3,250 -2,821 2,821

0,10 1,812 -1,372 1,372

10 0,05 2,228 -1,812 1,812
0,01 3,169 —2,764 2,764

0,10 1,795 -1,363 1,363

11 0,05 2,201 —-1,795 1,795
0,01 3,106 —2,718 2,718

0,10 1,782 -1,356 1,356

12 0,05 2,179 -1,782 1,782
0,01 3,054 —2,681 2,681

0,10 1,771 -1,350 1,350

13 0,05 2,160 -1,771 1,771
0,01 3,012 —2,650 2,650

0,10 1,761 —-1,345 1,345

14 0,05 2,145 -1,761 1,761
0,01 2,977 —2,624 2,624

0,10 1,753 —-1,341 1,341

15 0,05 2,131 —-1,753 1,753
0,01 2,947 —2,602 2,602

0,10 1,725 -1,325 1,325

20 0,05 2,086 —-1,725 1,725
0,01 2,845 —2,528 2,528

0,10 1,708 -1,316 1,316

25 0,05 2,060 -1,708 1,708
0,01 2,787 —2,485 2,485
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Tablica I cd.

Liczba stopni | Poziom istotno$ci Posta¢ hipotezy alternatywnej
swobody, o H;: H,: H;:
0,10 1,697 -1,310 1,310
30 0,05 2,042 —-1,697 1,697
0,01 2,750 —2,457 2,457
0,10 1,684 -1,303 1,303
40 0,05 2,021 —-1,684 1,684
0,01 2,704 -2,423 2,423
0,10 1,676 -1,299 1,299
50 0,05 2,009 -1,676 1,676
0,01 2,678 —2,403 2,403
Tablica II
Wartosci krytyczne rozktadu F-Snedecora dla poziomu istotnosci a = 0,05
Liczba
stopni Liczba stopni swobody licznika
swobody
mianow-
nika
1 2 3 4 5 6 7 8 10 15 20 30 50 o
2 18,51(19,00(19,16|19,25{19,30(19,33|19,35|19,37|19,40| 19,43 19,45|19,46 19,47 | 19,50
3 10,13(9,55 9,28 |9,12 9,01 |8,94 |8,89 |8,85 |8,79 |8,70 |8,66 |8,62 |8,58 |8,53
4 7,71 16,94 16,59 (6,39 6,26 |6,16 |6,09 |6,04 |596 |5.86 |580 |575 [5,70 |5,63
5 6,61 [5,79 |541 |5,19 [5,05 |4,95 |4,88 [4,82 (4,74 |4,62 4,56 (4,50 |4,44 (4,36
6 5,99 (5,14 (4,76 |4,53 (4,39 |4,28 |4,21 (4,15 |4,06 |3,94 [3,87 |3,81 |3,75 |3,67
7 5,59 (4,74 14,35 |4,12 (3,97 |3,87 |3,79 (3,73 |3,64 |3,51 (3,44 |3,38 |3,32 (3,23
8 5,32 4,46 (4,07 |3,84 3,69 (3,58 |3,50 3,44 (3,35 |3,22 |3,15 [3,08 |3,02 |2,93
9 5,12 4,26 (3,86 |3,63 [3,48 (3,37 |3,29 [3,23 |3,14 |3,01 [2,94 |2,86 |2,80 (2,71
10 496 (4,10 3,71 |3,48 |3,33 [3,22 |3,14 |3,07 {298 |2,85 |2,77 [2,70 |2,64 |2,54
11 484 1398 [3,59 (3,36 3,20 [3,09 |3,01 |2,95 [2,85 |2,72 |2,65 [2,57 |2,51 |2,40
12 475 13,89 3,49 (3,26 |3,11 [3,00 |2,91 |2,85 [2,75 |2,62 |2,54 2,47 |2,40 |2,30
13 4,67 3,81 [3.41 |3,18 |3,03 2,92 |2,83 |2,77 [2,67 |2,53 |2,46 (2,38 |2,31 |2,21
14 4,60 3,74 13,34 |3,11 |2,96 2,85 |2,76 |2,70 [2,60 |2,46 |2,39 [2,31 (2,24 |2,13
15 454 3,68 3,29 |3,06 [2,90 [2,79 |2,71 |2,64 (2,54 |2,40 |2,33 [2,25 |2,18 |2,07
16 449 13,63 3,24 |3,01 2,85 [2,74 |2,66 |2,59 (2,49 |2,35 |2,28 [2,19 |2,12 |2,01
17 445 13,59 3,20 (2,96 |2,81 [2,70 |2,61 |2,55 [245 |2,31 |2,23 [2,15 |2,08 |1,96
18 441 |3,55 3,16 (2,93 |2,77 [2,66 |2,58 |2,51 [2,41 |2,27 |2,19 [2,11 |2,04 |1,92
19 438 (3,52 3,13 |2,90 |2,74 2,63 |2,54 |2,48 (2,38 |2,23 |2,16 2,07 |2,00 |1,88
20 435 3,49 [3,10 (2,87 |2,71 [2,60 |2,51 |2,45 (235 |2,20 |2,12 2,04 |1,97 |1,84
25 424 13,39 1299 (2,76 2,60 {249 (2,40 |2,34 [2,24 (2,09 |2,01 {192 |1,84 |1,71
30 4,17 3,32 1292 (2,69 |2,53 (242 |2,33 |2,27 [2,16 |2,01 |1,93 1,84 |1,76 |1,62
40 4,08 3,23 2,84 (2,61 |2,45 234 (225 |2,18 [2,08 |1,92 |1,84 |[1,74 |1,66 |1,51
60 4,00 3,15 2,76 (2,53 |2,37 2,25 |2,17 |2,10 {199 |1,84 |1,75 |1,65 |1,56 |1,39
120 3,92 13,07 (2,68 |2,45 2,29 (2,17 |2,09 2,02 (1,91 |1,75 |1,66 [1,55 |1,46 |1,25
o0 3,84 3,00 (2,60 |2,37 (2,21 (2,10 2,01 [1,94 |1,83 |1,67 |1,57 |1,46 |1,35 |1,00
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Wartosci krytyczne rozktadu chi-kwadrat

Tablica III

Liczba stopni Poziom istotnosci

swobody, f a=0,10 o =0,05 a=0,01
1 2,706 3,841 6,635
2 4,605 5,991 9,210
3 6,251 7,815 11,345
4 7,779 9,488 13,277
5 9,236 11,071 15,086
6 10,645 12,592 16,812
7 12,017 14,067 18,475
8 13,362 15,507 20,090
9 14,684 16,919 21,666
10 15,987 18,307 23,209
11 17,275 19,675 24,725
12 18,549 21,026 26,217
13 19,812 22,362 27,688
14 21,064 23,685 29,141
15 22,307 24,996 30,578
16 23,542 26,296 32,000
17 24,769 27,587 33,409
18 25,989 28,869 34,805
19 27,204 30,144 36,191
20 28,412 31,410 37,566
21 29,615 32,671 38,932
22 30,813 33,924 40,289
23 32,007 35,172 41,638
24 33,196 36,415 42,980
25 34,382 37,652 44,314
26 35,563 38,885 45,642
27 36,744 40,113 46,963
28 37,916 41,337 48,278
29 39,087 42,557 49,588
30 40,256 43,773 50,892
31 41,422 44,985 52,191
32 42,585 46,194 43,486
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Wartosci krytyczne testu Kotmogorowa

Tablica IV

Liczebnos¢

P a=0,10 o = 0,05 a =0,05
préby
5 0,50945 0,56328 0,66853
6 0,46799 0,51926 0,61661
7 0,43607 0,48342 0,57581
8 0,40962 0,45427 0,54179
9 0,38746 0,43001 0,51332
10 0,36866 0,40925 0,48893
11 0,35242 0,39122 0,46770
12 0,33815 0,37543 0,44905
13 0,32549 0,36143 0,43247
14 0,31417 0,34890 0,41762
15 0,30397 0,33760 0,40420
20 0,26473 0,29408 0,35241
25 0,23768 0,26404 0,31657
30 0,21756 0,24170 0,28987
35 0,20185 0,22425 0,26897
40 0,18913 0,21012 0,25205
Dla duzych n 1,22 / \/; 1,36 / \/ﬁ 1,63/ x/;
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STRUKTURA I ZASADY DZIALANIA PAKIETU STATISTICA PL

Program STATISTICA to zintegrowany pakiet programow stuzacy do statystycznej
analizy danych, tworzenia wykreséw i zarzadzania plikami danych. Sktada si¢ on z modutow,
z ktérych kazdy zawiera grupe pokrewnych procedur obliczeniowych zaréwno ogdlnego
zastosowania jak i specjalistycznych.

Uruchamianie programu STATISTICA

Program uruchamia si¢ klikajac nazwe (ikone¢) programu STATISTICA co powoduje
otwarcie okna Przelgcznika modutow programu:

Przelqcznik modultow STATISTICA [ % |

- Statf‘y.ki DFT]SDIW&
. [ | przekro)e, tabele
;ﬁL Stat. nieparametryczne/Rozklady liczebnodci. tabale
= ANOVA/MANOVA krzyzowe (wiym tabele
MReqresia wielokrotna dlawie_luqutnych
|"v Estymacia nieliniowa odpowiedz). raporty,

korelacje testy t, roznice
) o migdzy wariancjami,
£ Analiza skupien proparcje r kalkulatar

5 - -
MSzereql czasowe/Prognozowanie

Zarzgdzanie danymifMFM prawdopodobieristwa,

£ Analiza czynnikowa Takie Statystyki
*4 Analiza kanoniczna podrgczne dostgpne 2

* na kazdego paska narzedzi.
“7|5- Skalowanie wielowymiarowe hd

Statsort | Przelgcz do | ‘ Dostosuj liste... ‘

| Zakohcz i przetacz do | ‘ Anuluj ‘

Okno Przetgcznik modutow STATISTICA

Przetacznik modulow pozwala na szybki wybdr grup procedur obliczeniowych (modutow)
dostepnych w danej wersji programu. Po wyborze odpowiedniego modutu zostaje on otwarty
wraz z ostatnio uzywanym plikiem danych.

W kazdym module mozna otworzy¢ tylko jeden plik danych.

Przygotowanie danych do analizy statystycznej

Dane, dla ktorych maja by¢ wykonane obliczenia statystyczne przechowywane sg w
plikach z rozszerzeniem *.sta. Po wywolaniu odpowiedniego modulu (procedury)
obliczeniowego nalezy wskaza¢ plik, ktory ma by¢ analizowany. Organizacja pliku danych
programu jest podobna do tabeli arkusza kalkulacyjnego, gdzie wiersze nazywane sa
przypadkami a kolumny zmiennymi. W jednym pliku danych moze by¢ do 4092 zmiennych 1
nieograniczona liczba przypadkow.
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Tworzenie nowego pliku danych

Pakiet STATISTICA umozliwia tworzenie nowych plikéw danych na dwa podstawowe
sposoby:

— po uruchomieniu modutu obliczeniowego, wybranie menu Plik, gdzie znajduje si¢ narzedzie
latwego tworzenia nowego pliku danych z domy$lnymi ustawieniami, ktére potem
uzytkownik moze tatwo modyfikowac,

—uruchomienie modutu Zarzgdzanie danymi w przetaczniku modutdow.

Gdy wybierze si¢ opcje Nowe dane w menu Plik otworzy si¢ okno dialogu Nowe dane:
Okres$l nazwe pliku umozliwiajace podanie nazwy pliku. Nowo tworzony plik zglasza si¢
standardowo z 10 zmiennymi i z 10 przypadkami. Po otwarciu arkusza danych, aby zaczaé
wpisywac dane, klikamy mysza pierwsza komorke arkusza. Zostanie ona pod$wietlona. Gdy
zacznie si¢ pisa¢, pod$wietlenie znika a pionowa kreska oznacza polozenie kursora. Po
wpisaniu warto$ci do komorki nalezy nacisng¢ klawisz Enter. Aktywna komoérka przesunie
si¢ do nastgpnego wiersza. Kiedy w ten sposob dojdziemy do ostatniego wiersza i naci$niemy
Enter kursor przejdzie do nastepnej kolumny. Jesli liczba przypadkow jest zbyt mata mozna
ja zwigkszy¢ wybierajac opcj¢ Przypadki w menu Edycja lub naciskajac przycisk Przypadki
na pasku narzedzi i wybra¢ opcje Dodaj. Nastepnie nalezy poda¢ liczbe dodawanych
przypadkéw oraz okresli¢ po jakiej pozycji majg by¢ wstawione. Analogicznie postgpuje si¢
przy zmianie liczby zmiennych z tym, ze wybiera si¢ opcj¢ Zmienne w menu Edycja lub
naciska si¢ przycisk na pasku narzedzi. Po utworzeniu nowego pliku, zmienne
przyjmuja nazwy domyslne ZMNI1, ZMN2 itd., liczby wy$wietlane sa w formacie 8.3 z
przecinkiem oddzielajacym miejsca dziesietne (jesli wprowadzimy kropke w miejscu
dziesietnym program potraktuje ta wartos¢ jako tekstowg). Mozna te warto$ci domys$lne
zmieni¢, przez dwukrotne kliknigcie nazwy zmiennej w arkuszu danych dla aktualnie
podswietlonej zmiennej, lub wybranie opcji Specyfikacje zmiennej z menu Edycja—Zmienne
lub po nacis$nieciu przycisku na pasku narzedzi 1 otwarcie okna Zmienna. W tym
oknie mozna zmieni¢ nazwe¢ aktualnej zmiennej, format wyswietlania 1 kategori¢ (typ)
zmiennej. Oprocz zwyktej nazwy zmiennej mozna w oknie Dluga nazwa podaé bardziej
szczegOblowy opis zmiennej (uwagi, komentarz) pozwalajacy na latwiejsza jej identyfikacje.
Okno Dhluga nazwa sluzy tez do wprowadzania formut pozwalajacych na przeksztalcenie
zmiennej, przekodowywanie zmiennej oraz na tworzenie nowych zmiennych na podstawie juz
istniejgcych. Na przyktad chcac utworzy¢ nowa zmienng jako kwadrat pierwszej zmiennej
nalezy w otwartym oknie Specyfikacje zmiennej tej nowej zmiennej wpisa¢ formute:

=VIr2
zatwierdzi¢ przyciskiem OK 1 wyrazi¢ zgode na przeliczenie zmiennej. Symbol vi oznacza
zmienng o numerze i, przy czym jesli jako 1 poda si¢ 0, to oznacza to numer przypadku.
Zamiast uzywa¢ skrotu vi w formulach mozna stosowa¢ pelne nazwy zmiennych. W
formutach mozna tez uzywac¢ funkcji wbudowanych w programie (dostepnych po kliknieciu
przycisku Funkejg) . Dla przyktadu chcac utworzy¢ zmienng bedaca logarytmem naturalnym
pierwszej zmiennej nalezy wpisa¢ formufe:

=log(vl)
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Formuty musza zawsze zaczyna¢ si¢ od znaku rownosci. Wprowadzenie etykiety
zaczynajacej sie¢ od znaku rownosci powoduje, ze program przyjmuje, ze jest to formuta i
weryfikuje jg ze wzgledu na poprawnos¢ sktadni. W formutach mozna uzywac:
— operatorow:
arytmetycznych: +, —, *, /, ** lub " (potegowanie),
relacyjnych: <, >, >=, <=, <>,
logicznych: AND (&), OR (]), NOT (~),
— statych: Pi= 3,14, Euler (¢) =2,71.,.
— funkcji:
Abs(x) — warto$¢ bezwzgledna x
arcsin(x) — arcus sinus X
cos(x) — cosinus X
exp(x) — e do potegi x
log(x) — logarytm naturalny z x
log2(x) — logarytm o podstawie 2 z X
log10(x) — logarytm dziesietny z x
max (x,y) — zwraca wicksza zx iy
min (X,y) zwraca mniejsza z x i y
rnd(x) — liczba losowa z zakresu 0 do x
+1,jeslix>0
sign(x) — signum X: { 0,jeslix=0
—1,jeslix <0
sin(x) — sinus X
sinh(x) — sinus hiperboliczny x
sqrt(x) — pierwiastek kwadratowy z x
tan(x) — tanges x
trunc(x) — czg$¢ catkowita liczby x
Po wpisaniu wszystkich danych do arkusza nalezy je zapisa¢ na dysk.

W module Zarzgdzanie danymi mozna takze utworzy¢ nowy plik danych po podaniu
szczegdlowej specyfikacji pliku: liczby zmiennych, liczby przypadkow, formatu itd.

Wybor zmiennych do obliczen

Aby wskaza¢ zmienne do analizy nalezy otworzy¢ okno wyboru zmiennych w dane;j
procedurze obliczeniowej. Zmienne wybiera si¢ albo przez ich pod$wietlenie, albo przez
wprowadzenie numeréw w oknie edycji. Jesli wybiera si¢ zmienne przez podswietlenie to w
celu wskazania kilku zmiennych klikamy kazdg zmienng trzymajac wcisnigty klawisz CTRL.
Jesli nazwy zmiennych leza obok siebie (tworza ciagly blok) mozna je pods$wietli¢
przeciagajac po nich kursorem przy wcisnigtym lewym przycisku myszy.
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